PB. GUSIATNIKOV 


ALGEBRA VECTORIAL 


EN EJEMPLOS Y PROBLEMAS 


ALGEBRA VECTORIAL 
en ejemplos y problemas 


M. B. Гуоятитшоп, С, В. Резниченко 


BEICTOPTIAfL АЛГЕПРА 
n примерах и задачах 


Мисина «быстан mucosas 


P.B.Gusiátnikov, S.V. Reznichenko 


ALGEBRA 
VECTORIAL 


en ejemplos y problemas 


Impreso en la URSS 


Ша испанском aanne 


ISHN 5-03-000583-8 © Мәлательстна «Нысшад школа», 1985 
© ¿pin al español, editorial Mir, 


Prefacio 
Capitulo 
31. 
$2 
[EM 
[ES 
55. 


Capítulo 


$7 
38. 
Capítulo 
$1 


$2. 
$3. 


84. 


. Sistema de coordenadas. Coord 


. Proyección paralela ..... 


INDICE 


f. Conoclmlentos de la geometría elemental . , , 


Algunas dofiniciones y desiguaciones necesarias 
Transformación de semejanza, — Desplazamiento 

[мо dirigido, rroinción poraleln v. + + 
Adición do segmentos dirigidos. Composición do 
iraslaciones paralelas . . , . + Mie Dus f 
Multiplicación de un segmento dirigido por nn 
TRI. Nitro УЛ e ot LE SUMA 


2. Vectores. Operaciones lineales con vectores 


. Definiciones principales +. ooo 
, Suma do vectores, Diferencia do vectores . . . 
‚ Multiplicación do un vector por un número, 


Criterio de colincalidad de wectotes . . . . . 


. Matrices, determinantes, sistemas do ccuacionos 


lineales . . ls л.к. ba E к n 


. Criterio del carácier coplanar do veotoros, Baso 


en el plano y en el espacio. Descomposición do 
Wn vector según una баво . . 


¡ados dol punto 
on Wn sistema de coordenadas. Fórmulas del puso 
do un sistema do coordenadas a olro + + + + ++ 


Algunos ejemplos ...... 
3. Producto escalar do vectores . . +... .. 


Angulo ontre vectores, Dolinición del producto 
escalar, Тоогота do los cosonos . . . + + ЗА 
Propiedades del producto escalar . . 
Proyección ortugonal en el espacio. 

calorial normal del адо ооо ч 
Base ortonormalizada. Sistema rectangular do 
coordenadas. La recta en el plano. La recta y ol 
plano еп el espacio +... nne 


Capítulo 4. Productos vectorial уто......... 


ón en el plano y on ol espacio . s . 
a у Propiedades del produco vestir 
ón do colincalidad de vectores. Área del 


$ 3. Producto vectorial doblo. Ecu 
recta en el espacio. Voctor normal dol plano . . . 
$ 4, Producto mixto de vectores, Condición del curác- 
ter coplanar do vectores. Volumen dol telracdro 
f 5. Problemas vectoriales de la recta y ol plano 


P" 


Índico alfabético do materias ........... 


PRETACIO 


El presente manual está oscrito sobre la baso de la 
oxporioncia de enseñar ol álgebra vectorial en ol Instituto 
Físico-Técnico do Moscú. Corresponde al programa dol 
curso «Goomotría analíticas para Jas facultados do [físico 
y malemálica do wnivorsidades, institutos do pedagogía 
y coniros docontos do опзойпихд técnica superior do 
enpacitación ampliada on matemática. En el manual se 
exponen delalladamente métodos do solución do los 
problemas goomélricos, so usa ol aparato dol álgebra 
voctorial y la geometría analítica. Los principales cono- 
cimiontos teóricos se exponen бл forma abroviada quo 
permito al estudiante aplicarlos directamente para rosol- 
vor los problemas. A diferencia do la mayoría do los com- 
pondios existentes do problemas que hacen énfasis prin- 
cipalmonte en el estudio y el entrenamiento do las opera- 
ciones formales con vectores, el quid dol manual dado 
es ol desarrollo do hábitos técnicos prácticos sobro la 
Пако de solución de problemas goométricos enjundiosos. 

En ol capítulo 1 so aducon conocimientos teóricos 
necesarios de la goometría olemental. En el capítulo 2 
se examinan los vectoros y Јаз operacionos línenlos con 
ellos, on el capítulo 3, ol producto oscalar do vectoros 
IS! matorial de estos capítulos corrospondo al programa 
do las escuelas secundarias y puedo ntilizarso por los 
profesores y Jos alumnos para ostudiar la geomolsía оп 
grados supotioros do Ja oscuola. En el capílulo 4 so consi- 
doran los produclos vectorial y mixto de voctores. Al 
final de esto capítulo so dan principales problemas voclo 
rialos do la recta y ol plano, cuya solución oxige la a 
milación de lodo el aparato dol álgebra vectorial. En ol 
Complemento se reúnen las principales propiedades de 
las Lranslormaciones geomélricas 


En cada párrafo, como regia, los ejemplos se sitúan 
conformo al crecimiento de su complejidad. Ejemplos 
más difíciles se marcan con asterisco. La solución del 
ejemplo empieza con el signo A y lormina cou el signo А. 
El comienzo y el fin de la demostración de un importanto 
hecho teórico se marca con los signos D y Ж, rospecliva- 
monto. 

Рага el estudio más dotallado de la teoría so puede 
hacer uso dol mmmal: D, Belelemíshev. Curso de la geo- 
metria analítica y el álgebra lincal. M., 1980. Problemas 
y ojercicios para la resolución individual se comprondon 
en los libros: 5. Bajválov, P. Modénov, A. Parjómenko. 
Compendio de problemas do la goometría апа іса. M 
1904; P. Modénov, A. Parjómenko. Compendio do pr 
blomas de la geomolrín analítica. M., 1970. Algunos 
ojemplus do estos compendios so examinan on el prosento 
manual. 


Los autores 


Capitulo 1 


CONOCIMIENTOS DE LA GEOMETRIA 
ELEMENTAL. 


$ 1. Ciertas definiciones y designaciones necesarias 


EL segmento de la recta so defino por dos puntos do 
valor oquitalivo: sus extremos. Un sogmento con los 
oxtromos A y B ве designa mediante [AB] о bion [DA]. 
Si A y B son puntos diferentes (su dosignación os A s B), 
el sogmonto [A7] doline la recta (AB) dol modo único. 
En oste caso, al hablar dol segmento [477] como do un 
conjunto do puntos, so considera que oste conjunto con- 
tiono los puntos A y B y aquollos, y sólo aquellos, puntos 
C que están situados on la rocta (AD) ontro los puntos 
A y B. Si A = B, el soginonto 1441 se compono do un 
solo punto A. 

Escogida la unidad de medición, a todo segmento 
LAB] so le puede poner оп correspondoncia el nümoro 
renl no negativo | AB | que so Пата su longitud, Acordó- 
monos considerar escogida la unidad do medición do las 
longitudes y, rofiviéndonos a Jas longitudes de los sogmon- 
(ов, dojemos sim indicar las wnidados de su oxpresión. 
La longitud dol segmonto [4/3] se denomina también 
distancia entre los puntos A y B. 

Citemos las propiedades de 1а distancia. 

1. | AB | = | BA |. 

2, | AD \>0 si A B; (AB | =0 st A = В. 

3". Un punto C se encuentra en el segmento (АВ) 
cuando, y sólo cuando, |4C [4-1 CB | = | AB | 
(fig. 1.1). 

1°. Dara todo punto D que no se encuentra en el segmento 
LAB] se cumple la desigualdad | AD | 4- 1DB | > | AB | 
llamada desigualdad del triángulo (tig. 4.2). Б 

Sea A 8. Un punta C, diferente do los exlremos 
del segmento 148), se denomina punlo interior de este 
segmento. Su posición en el sogmonto [AD] so determina 


nuívacamonte por la longitud del sogmonto | AC Lo por 
la razón А = | AC |: [CF | que so denomina razón. en 
la cual el punto С divide el segmento | AB) partiendo del 
punto A. 51 А = 1, os decir LAC | = | CH |, ol punto C 
se Mama punto medio del segmento LAR. паве punto 
modio del segmento [A AT al punto A. Si O es punto fijado 
y a Lodo punto A so о pone en correspondon 


D 


iu wm punto 


4 B 


Fig, 4.2 


В == Zo (A) tal que O os punto medio dol sogmonto 
ТАР, Ж, кө denomina aplicación simétrica central respecto 
al punto О. El punto O so Пата conteo do la simolria. 
Los puntos A y Zo (A) so donominan simétricos respuclo 
al punto O. 

Todo punto A situado on una recta 2 parle esta recta 
en dos rayos 1 y 1. con el origon en el punto Л, Estos 


Vi 1.3 Fig. ТА 


rayos so denominan complementarios wiu resp 
otro (so donot. += Lu ا‎ => H4). RH punto A pori 
a cada uno d» los rayos Ly y LL. Dos puntos B A y 
C A do In recta L pertonecon а iin mismo rayo соп 
ovigon on el punto zl El si, y sólo si, el segmento IBCI 

по ol punto 4, y porlenecon a los rayos complo- 
si o} punto A ез punto interior de esto sogmionto. 
Un rayo con origen en el punto A, on cl cual so halla ol 
punto В eA, se denota TAB) (Mig. 4.3). 

Dos rayos situados. ón una fecha se denominan codir 
gidas wi su inte yo, y contrariamente dir 
gidos, si no lo es. Por ejenipto, бп la fig. 4.4 los rayos 
TAB) y ICD) sou codiri os rayos IRA) y ICH) 
son contrariamonto dirigidos 


n 


Toda recta L on un. plano f parte osto plano on dos 
semiplanos Pe y Ф. que, como so dico, se definen, por ln 
recta 1. La recta L porteneco a cada nno do estos semipla- 
nos. Dos puntos ZG? y C (1 del plano $ so encuontran 
en im semiplano definido por la recta 1С Ӯ si, y sólo 
si, el mento [HC] no tione puntos comunes con 1а 
recta L 
Dos rayos 143) y ICD), situados en rectas paralelas 
по coincidentes, portenecen n un plano Ӯ. Los rayos LA) 
y [CD) se denominan codirigidos (so denotan: [AB)HICD)) 


Figo 1.0 


si so hallan on un somiplano definido por la rocta (4C) = 
< Ф (fig. 1.5) y contrariamente dirigidos (so donotan: 
TAB)NICD)) si ве hallan on distintos semiplanos (fig. 1.6). 
Es obvio que si [42)H1CD), ontoncos [43)HICD). Dos 
ТАЛ) y ICD) son conttariamento dirigidos si, y sólo 

lo im punto O tal quo ICD) = Z, (148). Là 
transitividad es una propiodad Imporlanto para el carác- 
tor codirigido de los rayos: si dos rayos son codirigidos por 
separado a un tercero, son codirigidos uno respecto al otro. 
Soan f un plano, O, A, / sus tros puntos diforontos 
no situados en wma recla, E] pinto / so halla en uno 
do dos somiplanos en que la tecta (04) parto el plano P. 
Dosignemos oslo semiplano como P4. Do modo análogo 
ol punto A se sitúa en un somiplano P. dofinido por Ja 
vocta (ОВ) on ol plano P. Llámaso ángulo convero LAOR 
cntre los rayos ТОД) y 1013) a la intorsocción do los conjun- 
Las Pa y P. (fig. 1.7). La magnitud del ángulo convoxo 
2 ЛОЙ so donomina ángulo entre los rayos (0A) y (OD) 


ZN 
(so denota: AOI). за magnitut puedo expresarse Lanto 
en grades como en radianes. Además, cn la medida de 


IN ГАЧ 
radianos 0 < ЛОВ < х y en la de grados, 0° < ЛОВ < 
4 


< 180”. Sen cue los rayos ОА) l = ICD) no 
yacen en rectas paralelas. Bel "pnto O saln el único rayo 


| Е 
^ A959, 19. 1, 


Fig. 07 Fig. 1.8 


10D) codirigido al rayo Lg. So Hama ángulo entre los rayos 


L y l, ol ángulo ДОУ (Пи. 1.8). 

l'or dofinición, ol ángulo outre los rayos codirigidos os 
igunl а 0°, ol ángulo onire los rayos contrariamenta d 
gidos es igual a 180%. 


$ 2. Transformación de semejanza. Desplazamiento 


Una transformación p do wn espacio (plano) so dono- 
mina transformación de semejanza si existo wn número 
k >> 0 tal quo para eualesquiora dos puntos A y 13 dol 
РЫ (pinta) sa sole Ла MR Je [ATP m 
== |p (A) p (B) |. El nümero Æ se lama coeficiente de la 
semejanza. 

Las propiedades do la transform 
se aducon on el Complomento. 

Son O wn. punto fijado, Ж ye0, wm nümoro ronl dado. 
Llámnse Aomoiecia. Ш con el centro O y el coeficiente de 
a una transformación de wn espacio (plano) para la cual 
Та imagen de todo punto A del espacio (plano) es un punto 7 
B quo satisface las siguiontos oxigoncin: 

a) los puntos A, O, B so hallar en una recta; 

b) ТОВ | = |k 1104 
А ¢) si A 560, B €IOA) para k> 0 y В EIDA) рага 
к< 0. 

Las propiédades de la homotecia so dan en el Compte- 
mento. 


sión de semejanza 
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La transformación de semejanza con el coeficionte 
k= 1 so denomina desplazamiento (transformación orto- 
gonal). 


$ 3. Segmento dirigido. Trastación paralela 
— 
Se denomina segmento dirigido AB а un par ordenado 
de puntos A y B. Bl punto A se Пата origen dol segmento 


dirigido АЙ, ol punto B so Пата su fin. En Ins figuras, 
el segmonto “dirigido se ropresonta como 
la flecha quo sale desde sw origen y va 


hasta su fin (fig. 1.9). El sogmento diri- ur d 
gido FA se donomina contrario al sog- д 

monto dirigido AB (se denota: —AB). Fig, 19 
Si los puntos A y Л son diforontes, 


ol sogmonto dirigido AB so denomina no nulo; si los 
puntos A y В coincidon, ol sogmento dirigido AF (más 

a ja 
oxactamente, AA) so donomina nulo (so denota: 04). 


= = 
Llámase longitud | AB | del segmento dirigido AB 
al valor | AB |. 


Un sogmonto dirigido A se denomina paralelo а una 
recta 1 (plano $) si os nulo o la recta (4D) os paralola a L 


(plano $). Un segmonto dirigido no nulo AB so donomina 
perpendicular a una recta L (plano P) si la rocin (4B) os 


porpondicular a 1 (plano $). Segmontos dirigidos Aj, +... 
= 


. А.В, so denominan colineales si existo una rocta 2 

tal que cada wno do estos segmentos es paralelo a ella. 

Para designar el paralelismo (la colinoalidad) se usa ol 

símbolo ||, In perpeudicularidad, ol simbolo _L. Segmontos 
> 


> 
dirigidos A,B, ..., А.а se denominan coplanares si 
oxiste un plano EI que cada uno do Jos segmentos es 

paralelo a ésto. Si los segmentos dirigidos son colinonlos, 


son tambión coplanares. Si los sogmontos dirigidos 477 

y CD son perpondiculures a un plano $, son también coli- 
ies 

neales: AP Il CD. 
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Dos segmentos dirigidos AR y CD se Daman codivigidos 


(ко denotan: ARHED) ora si uno de ellos es nulo, ora 


LA B)HICD), os decir, si AR y CD son colineales y los 
rayos (AH) y ICD) son codiriidas. Dos segmentos diri- 


gidos AR y CD se Maman contrariamente dirigidos (se 


donotan: ДЦС) ora si mno de ellos os nula, ora 


1AB)HICD). 
Los segmentos dirigidos AR y AD, so denominan 
iguales si los puntos medios de os sogmentos [4,7] y 
о 
142,1 coinciden (ко donota: AF = АУ). De esta defini- 
n so deduco que 


AB e AB, <> Й AA. (ы) 


> Е E 
A1, si, y sólo si, AÑ = Ah 
ón do In simolrín central, se puede 


E 
Es obvio que AR 
Empleando la пос 


dr 
decir quo AD = ДҮ cuando, y sólo cnando, existo un 


D [Л 
A (ЖИ! 8, 
2 A A 
A Ar 2)[48]n (4,0,)=4 08а [A8] * © 
Fig. 1.10 Fig, 1.11 


punto O (ol puto medio común do loa sogmontos 14,121 

y LAMÎ inl quo A, = Zo (В), Di = Zo (A) (fig. 4.10 

y L1). 

Do Jas propiedades do paralologramo so desprendo que 
چ‎ 


T 
los segmentos dirigidos AB у АЛ, no portoneciontes а 
una recta son iguales si, y sólo si, ol cuadrilátoro 474,4, 
es paralelogramo (fig. 1.40). Para los segmentos dirigidos 


ا 
ignalos AF y A,B, situados en una recta es posible wna‏ 
de tas cuatro disposiciones dadas en la fig. 1.11 (а, Б).‏ 
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Así, la igualdad AB = А,В, tiene lugar si, y sólo si: 


ч 
n) los segmentos dirigidos AB 

EA Eo. ut 
y) ABRA B; о) LAB |= | A,B, 1. 


Según la definición, segmento ditigído nulo es igual a 
cualquier otro segmento dirigido nulo, y sólo al nulo. Todo segmen- 


جس جج € 

Lo dirigido os igual a gi mismo, Si AB = CD, CD = AB. Do la 

tennsitividad de las relaciones del paralelismo do Ing rectas, del 

carácter codirigido do los rayos, do la igualdad do los números 
جل ج جا ج‎ — 

realos se desprondo quo si AB = CD, CD = EF, entonces AB = 


= Ef. Do esto modo, la relación de la igualdad do segmentos diri- 
dos posso la propiedad de transitividad. Esta relación са relación 

le equivalencia, quo parto el conjunto da los.segmontos dirigidos 
оп clases do oyuivalencia. Toda claso do equivaloncia so enractoriza 
por lo quo a alla lo pertenccon todos los segmentos dirigidas igunlos 
dos п dos, y sólo ellos. 


AB, son colinealos; 


x 
Para cualquier segmonlo dirigido AR y cualquiior 


punto C охіне un punto D, y sólo ino, tal quo AÑ = CD 
(ol punto D es simétrico al punto A con respecto al punto 
medio dol segmento (2С). El hecho do haber hallado 


wn punto D tal que AB = CD se oxpresa por In siguionto, 
frase: partiendo dol punto C está marcado el sogmonto 


ps 2. 
dirigido CD igual а AB. El punto D so denomina imagen 
del punto C on la traslación paralela al segmento dirigido 


АВ (so denota: D = Ty, (C). 
Las propiedades do 1а traslación paralela so dah on el 
Complemento, 


$ 4. Adición de segmentos dirigidos, Composición de 
traslaciones parnlelas 


m 
Se Лата suma AR + CD de los segmentos dirigidos 


— > > 
AB y CD ol segmento dirigido AF donde F = T (B) 


(fig. 1.12). La operación de hallar la suma se denomina 
adición de segmentos dirigidos. Enunciomos las leyes 
de adición de segmentos dirigidos on forma do las sigiion- 
tes afirmaciones. 


45 


оз > >. ج‎ 
- ABA 


п. Si С, CD, entoncos AB -- CD, = AB 4 CD. 
IL Commutatividad do adición. Para cualesquiera 


segmentos dirigidos AB y CD se cumple la igualdad AÑ 4- 
анаа 
+ CD = CD 4 An. 


Piro 4042 Fig, 4,43 


de los segmentos [FD] y [CF], asi como los do los sogmen- 
tos [BD] y LATI]. Por consiguiente, coincidon los puntos 


medios По los segmentos [CF] y [ATI], os docir, AF = CIT. 
=, چ جل‎ = 
Emporo, por definición, AF es AB 4- CD, CH es la 


SLAT 
soma CD 4- AÑ. W 
Si los puntos A y C coinciden, coincidon también los 


— جر‎ 
puntos F y IT (los sogmontos dirigidos AF y CIT sou 
igualos, su orígen os común y, por tanto, el fin taml 
os común). Si los puntos A = C, B, F = H, D no se 
encuentran on una recta, ol cuadrilátero ABD es parale- 
logramo. Do osto modo es válida la regla doparalelogramo" 
(tig. 1.14): In^suma do dos segmontos dirigidos no coli- 


> — 
mentos AF y AD con ol origen común A es ol sogmonto 


dirigido AF, dondo [АЁ] es Ta diagonal dol paralolngramo 
ARÉD: constenido sobre los segmentos [АЛ] y TADI 
tomados como lados. 
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Observación, Si A 52 С, entonces, según la dofinición 
de suma, los segmentos dirigidas AF = AB +- CD y 
A Sap ЖИ 
CI = CD + AB tienen origenes distintos (А y С, 


Vig, 1.44 Fig. $15 


respectivamente). Los syrmontos TAXI y ICI som difo- 


rentes, sin embargo, los segmentos dirigidos AZ y CH 
son igunlos. 


ge Сэй. ы i ise‏ ف 
IV. Si AB e AD, CD + CD, entonces AB 4 CD =‏ 
E‏ ا 
AD, CD,‏ = 
V. Asocialividad de adición. Para cualesquiera segmen-‏ 
tos dirigidos AR, CD, PO se cumple la igualdad‏ 


(ЯВА CD) + PO = ABA (CDA PO. — (12) 

п Sm Fea, IIo Toe (T) (ti 1.15). Por la 

definición do suma, AF = AB-D, A= AR- фе 

=(1B-+0D)4- PO. Sogún la atirmación ТУ, BH = CD + 

PQ. Entonces, por In definición de suma, AJ = 
CE P. e ' 

- AB 4- BI = AB--(CD-4- PO). Toniondo on cuenta In 

irausitividad de la igualdad dle segmentos dirigidos, 

obtenemos. de aquí la igualdad (1.2). 


Observación. Empleando la inducción, obtenemos de 
la afirmación Y que el resultado do la adición de unos 


2045 47 


no depende dol Ingar del 


ounutos segmentos dirigido: 
ada. Por eso la suma de 


paréntesis en Ja suma co 
- x daas 
idos AB, ¿Ba .-., An Bn зо denota 


id 


los segmentos 


Bn virtud de la afirn 
do Јох snmandos en 


Sen Ap Agr «+. An Un conjunto finito de puntos. 


Una len quebrada com los vérlices consecuentes en 
A 
та Ана Md 
& 
An. 
A A ha 
Aj 
An An Ams 
Fig. 1,46 Fig. 1.47 


eslos puntos se Mama camino que leva dol punto A, 
al punto A, Para todo camino es válida la rogla de 
línea de eiorre (fig. 1.16): 


— уе 
Anan m An: 


Aa A, 


ada AsAa AnA; se denomino 


Una línea quobrada co 
i по rogla de ciclo: 


ciclo. Es cierta la sigo 


ЖУУ ААА бд (12) 
Para indicar quo la regla de ciclo so aplica para un ciclo 
Agfa. Лада он la figura so ropresenta In flecha dentro 
dol ciclo (fi. 1.17). 

Esmpleando las propiodados 0^ y 8° do traslación 
Complomonto), la regla do ciclo puede 
longuajó de transformaciones do modo 
In transformación 


co eT oy өя transformación idóneo 
A Aris Arda 


e E 
Llámase diferencia AB — CD de los segmentos diti- 
pea > > 
gidos AB y CD а ми segmento dirigido AD + (CD) = 
сз de 


= ЛВ 4 DC. La operación de hallar lw diferencia se 
denomina sustracción. La sustracción es oporación inversa 
de la adición en el sentido siguiente. Si los segmentos 


¡el а i 
dirigidos AR, CD, MN son talos quo MN + CD = AB, 
20 


—€ > 
entonces MN = AB — CD. En otras palabras, un segmon- 
to divigido“puedo trasladarse do un miembro do la igual- 
dad al otro con el signo contrario. 


Eas iE 
O En efecto, si AB = MN + CD, obtenemos, su- 
BN => 
mando el segmento dirigido DC = —CD a los dos miom- 
CE е со, E н 
bros do esta igualdad, AB—CD = MN + CD + DG = 
hg => 


= MN + CC = MN +0, = MN. Юй 
Si ABD cs paralologramo (véase fig. 1.14), ol sogmon- 


to dirigido DÎ (dondo [DD] os una diagonal dol paralolo- 
E БШ 

gramo) os igual a Ja diforencin AB — AD. Es válida la 
regla de abrir un paréntesis: 

goma siis — 

(B, — CD.) +... + (AaB - CD) = 

"ES — - 

= (A,B... 4 А„В„)— (CD, 4- s 4 Cn Dn): 


$ 5. Multiplicación de un segmento dirigido por un 
número 


> р 
So Пата producto 0- А de un segmento dirigido АВ 
por el número 0 ol sogmento dirigido nulo O4. Si К 40, 


ES = 
llamamos producto AB de un segmento dirigido AB por un 


número le al segmento dirigido AC, dondo C = I (D) 
(Mig. 1.48, a, 0, c). La oporación de hallar ol producto 
X 


KAR so denomina multiplicación del segmento dirigido 
AB por el mimero k. 
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De este modo, el segmento dirigido AC es igual a LAB 
si, y sólo si 


a) los segmentos dirigidos AC y AB son colineales; 


b) LAG FI IARI: 
Lap ca i ue 
e) AC M ATI, si k30, y ACH ATI, si 0. 


Ae Es. | BE 
m gel, 
o) k<0 
Tig. 1.18 


Wnnnciomos las loyes de multiplicación en forma de 
las siguientes afirmaciones: 


“к Ёё — = 
t. AH АВ, (41) AB= —A 


-> = — r 
. Si AB CD, entonces КАВ == КСР. 


M Para cualesquiera números reales jn y ly se eum- 
ple la igualdad k, Qe, AB) = Ie, (AD) = (ka) AD. 
Ту. Si O es un punto arbitrario, 1 = 0, entonces (fig. 


1.49, а, b) ТЇЙ (A) JT ORTUS 


Û Ta homotecia ZÌ} es la t 


con coolicionto | |. Por oso | Е (A) E (D) | = 11 14D]. 
Debido а la 2^ propie Чай do Ta homotecia (vénse 


Complemonto) los segmentos dirigidos Л (ДУЛ U) y 


vaformaeión do semejanza 


AB son colincalos, con In particularidad de que son codi- 
rigidos si F> 0, y contratiamionto dirigidos, si «0. De 


osto modo JE (A) HE D) = B. m 


=e pip 
V. Para cualesquiera. segmentos dirigidos AR y CD 
y cualguier número real k es válida la igualdad 


a ты е 
k(AB -+ CD) = RAB 1-KCD. 
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m Cuando k==0, la afirmación es ob Sea k 3-0. 
Considoromos un punto arbitrario O y designomos 4,— 
To (O), В, (40), Atm). BO IIS) 
(tig. 1.20). Según In тоа de línea do cierro, OB, 
=A + АВ, ове == 04* + Ае. „Do las ve. Jenáldados 
0A: Ab, A A,B = CD se deduce quo KOA, RA, В n 
= ROD (la afirmación Ш) y que OA, + ALB, AB -+ CD 


HEIA НАВ) A B 
4 qe A 
@ 4; 
0 M * 
ни) ngia) 
ўк›0 D)k«0 e B, в" 
Fig, 1.19. Fig. 1.20 


(а afirmación ТУ dol $4). Según la definición do Ja 
homotecia, ОЛ* = КОЛ, T2722 NO. En fin, on virtud 
do In afirmación ТУ, dtp kA, B, Por consiguionto, 
бй ROÊ DA A Б) el (AB CD), SS + 
+ AFD = kO, + ZL LB es KAB + KCD y por oso (ADA 
a- CD) = RAB A KCD. m 


VI. Para cualquier segmento dirigido AB y cuales- 
quiera números reales ley y k, es válido la igualdad 


(eı ka) AB = I AD + „АЙ. 
O Es fácil comprobar esta afirmación al calcular las 
Jongitndes do los segmentas dirigidos quo están on los 
miembros. primero do do In igunklad, teniondo 
en cuenta su oriontación, Y 
Las Joyes de multiplicación onuneiadas en las alisma- 
ciones V y VI se denominan leyes de distributividad. 
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Capítulo 2 
VECTORES. OPERACIONES LINEALES 
CON VECTORES 


$ 4. Definiciones principales 


So denomina vector en el espacio (plano) п un conjunto 
de todos los sogmentos dirigidos, iguales entre sí, cuyos 


orígenes y finos pertenecen al espacio (plano). Suelen 


designarse los vectores por las letras minúsculas a, Û, с... 


д > 
Si los puntos A y P y ol vocor d son tales que AÑ € d, 
el vector 4 sa denota. do modo igual que ol sogmonto 


^ x deed 
" dirigido AR, os di y se escribe a AR 

5 a bien AR a. Ми este caso se dice que 

á ol sogmonto dirigido AB representa el vec- 


lora y, junto a la flecha que representa 


ol sogmento dirigido AD, so escribo ¢ 
(fig. 2.1). Los segmentos dirigidos iguales" (у sólo ellos) 
ropresenlan wn mismo vector. Si un segmento dirigido 


77, — А * 
АЧ al igual quo AB, representa el vector a, la denotación 


AB = ЛВ, (2.1) 
correspondiendo а las definiciones dadas, liene nl sentido 
doble: si los miembros primero y sogundo (2.1) se con 
cilion como segmentos dirigidos, osta denolación significa 
su igualdad (v6aso $ 3 dol cap. 1); si fos dos miombros 
se concibon como vectoros, la relación (2.1) significa Га 
coincidoncia do ostos voctoros, es decir, su igualdad como 
conjuntos. 


i ol vector à so representa por el segmento dirigido 


AB, ontoncas el vector rop 


dirigido: FA 
stor à (so donota: а). Dlámasi 
entada por los segmentos di 


sentado рог ol sogmonto 


-> 3 s 
= —AH so donomina vector contrario al 


Vor nulo 0 al vector 
tridos nulos, Fs evidon- 


10 quo Û = Û, So Mama longitud. | | del vector a la 
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longitud del segmento dirigido que lo representa, En 
particular, 10 | =0. Los voctores eds do 
Y > 


= dar << ûn = AnD, ве donominan colíncales (co- 
planares) s si son с илаш» Boplánares) dos натан ¡led 


gidos A, Aaa ios Anin quo los reprosontan.. La 
colincalidad de los vectoros a y b so donota así: a NÈ. 
Si los vectores 2 y Û no son colínenlos во escribo аз, 


Sogún esta definición, ol vector nulo Û os colinoal a cual- 
quior vector у os coplanar a cunlosquiora dos veotoros. 


Un voclor'a = AR se denomina paralelo a una recta L 


ies 
(a un plano Ф) si ol segmento dirigido AD que lo roprosen- 
ta os paralelo a 1 (al plano P). Según la propiedad do 
Iransilividad do las rectas paralolas (on el plano y on ol 
espacio) osta definición es correcta, o sen, no opondo dol 
modo de elegir ol segmento dirigido quo reprosonta с! 


voctor а. Un vector no nulo a = AB so donomina per- 
pendicular a una recta 1 (а un plano Ф) si ol sogmonto 


dirigido (no nulo) AB quo lo roprosenta os perpendicular 
a E (al plano $), Esta definición es correcta, puesto quo 


si un segmento dirigido CD, igual al sogmonto dirigido 


АЙ, voprosonta el vector 17, ontonces (CD) Il (AB) y por 
eso (CD) .L. 1 (correspondientemento (CD) 1. P), es docir, 


pS 
vl sogmonto dirigido CD es perpendicular n L (al plano $). 
Si los vectores а y D son porpondica 


os a un plano $, 


son colincalos. Todo vector no nulo %, perpendicular a 
ча plano f, se denomina vector normal del. plano P. Los 


vectoros a y Ù se Haman codirigidos бе denota: HD si 
son codirigidos los segmontos dirigidos AJ = 4 y CD = 

= Û que los ropresontan y so Hanan contrariamente diri- 
gidos (so donota a4[b) si АЛС. 


Criterio de igualdad do vectores. Los 
son. iguales (coinciden como conjuntos) 


а) HE b) Fal = bl 


ores à y b 
si, y sólo si: 
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\ las Sig. 222.7 so dan ejemplos de vectoros iguales, 
Я coplanaro io se ve nlan por segmentos 
En ol paralelogramo 
vectores de los lados 


¿ A] 
/ X A 
A DA D 
a) » 
Fig. 2,2 Fig. 2.3 


E 
opuestos: ATI 
ABCD (tig. 


AR y DC по son iguales (uo son colineales) auque tienen 


DG, BC «« AD. Vu el trapocio is 
2) Jos АШКА MG ТАЙ MORTON 


pu 
longitud igual: [AT |+ | DC] lus. vectores ide. fas 


Fig. 24 Fig. 25 


bison HU y AD del trapocio ABCD (fig. 2:3, 2) y el 


vector do la finca media MAT son colinoales. Según la 
definición de Irmpocio estos vectores tampoco son igualos 
uno а otro (sus longitudes son diferentes). Los vectores 


HC y AD sow cotrigidos y son contrariamente dirigidos 


com respecto al vector NAM. En ol he 
ANCDEP (Пу. 24) los vectores de los ludos AÑ y ED, 
asî como el vector бё, donde O es el contro del hoxágono, 
~AR. Do modo unitoga, ЛС 
‚Ён ol cubo AHCDA,ISCD, (fig. 2.5) 


igma regn 


= к эй хк 
Intorales AA, BH, СС,, DD, 


son iguales dos a dos y al vector OÔ, donde O y O, son 
los centros de las caras ABCD у Aj13/C,1),, vospocliva- 
mente, También son igualos los vectores do Ins dingonu- 


A TE = 26. Los vectores A By HÊ Bn Din Abs 


AC, Dil, AD, BÓ, DC, AD, AC, DB son coplanares 
(paralelos al plano (ABCD)) En el prisma triangular 


los vectores de las aris 


los: 


ul 
221 
"m 2 
8 
А f 
чь 2.6 Fig. 2.7 


ABCA, [Дд С, Чи: 2,6) los vectores do los, aristas haleralos 


AA, By, CÓ, son iguales al vector OO, dondo O y O, 
son los centroides (puntos do intorsección do Jas medianas) 
do las caras ДС y A,H,C,. respectivamente. Tambión 
коп igunlos Тоя vettoros do los Indos corrosponticnlas do 

pi > 


E 
buses superior o inferior: AC = AC BC = БАС, 

E کم ی‎ аа эр 
АЙ =A Bi. Los vectores A By, B,C, АС, AD, BO, АС 
son coplanares (paralelos al plano (ABC). En la pirá- 


mide truncada hoxagonal regular ABCDEPA,R CD, E.P, 
(fig. 2.7), en la cual (ABl: А8 =1: b, ок vato. 


„к. 

Aft, ED, HC, son igualos, Los vectores Aj, y СЁ 

so colincales, y contrariamente а dirigidos, Los vecloros 
э =й 


id 
AB, A, DE 1, 00, (0 y O, 
son los cent n eoplanares 
(paralelos Ар plan dle las aristas 


Intorales FR, y Д 


de ln piríaido) 5 
^). Los vector 


(CC, D 


y "o son colineales aunque son de Ја 
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misma longitud. Los vectores BR, CO, DD, no son 


coplauare 


Sean a пи vector, AB wn segmento. dirigido que re- 


presenta este veclor. Si CD es wn segmento dirigido 
arbil quo también representa ol vector a, entonces, 


sogún la definición del vestor d, tenemos CD = AR, 


, D = Tas (C). l'or 


s doci miento, û es ol conjun- 


بجی 
to do todos los segmentos dirigidos CD, cuyos orígenes С‏ 
sow proimágenes y los fines D son imágones do Jos puntos‏ 
alel espacio (plano) durante la traslación paralela Ta‏ 


A еч 
Por eso se dico que el vector == 1% es trie 


lola al segmento dirigido AP а nlwovinr, 
ción paralela. 7. se denota de manera igual quo el vec 


а. 


10, @ so comprendo 


n esto mo nna. Leansfos mación 


del espacio (plano). Sean w = AB un vector, M wm punto 
Е 
dado, Si en Ingar dol sogwento dirigido AB que ropreseu- 
La el vector а, para osta reprosentación so usa ul vector 
Жейн алы" 
dirigido MN = AT 
so dice quo el vec 


ol origen en el punto A, entonces 
T se traza dol punta AL. El punto AI 


so denomina origen dol vector d, ol punto N, su fin. 
"odas las oporaciones con sogmentos dirigidos (en las 
que éstos pueden sustituirso por cualesquiera. sogmentos 


igunlos a ellos conservándoso ol resultado do Ja operación) 
y también Jas propiedades de ostas operaciones, se Lraxla- 
ilan n los vectoros. 


$ 2. Suma de vectores. Diferencia de vectores 


Si à = AB оз ин vector representado por el segmento 


lo AD, Ù += CD os uu vector represontado par el 


segmento dirigido CD, entonces el vector representado 
pi ич 
por el segmento dirigido AB 4- CD se denomina suma 
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do los veclores a y b (se donota: « la afirmación 
IV (8 4 del cap. 1) so deduce que la definición dada do 
suma do vectores no depende del mudo do.elegir segmentos 
dirigidos que ropresenlan estos vectores. 


Citomos las leyes de adición de vectores. 
I. 040-0 4-а (conmulatividad de adición). 
Ш. (64-0) 4-8 s a- È- c) (asociatividad de adición). 
m. a4 Ua. 
1V. a4-(—2) - Ü. 
Estas leyes so desprenden do las afirmaciones 111, V, 
I ($4 dol cap. 1). En уйли de la asociatividad do adición, 


ln suma do tres (y más) vectores ^ 
puedo eseribirso omitiendo ol parén- A 2 
tesis, l'or ejemplo, para ol pnenlo- LAS 
lopípodo ABCDA,13,C,D, (fig. 2.8) j 
EA e E 

ol vector AC, os suma AD + К А 

ы тк‏ کی 
DD, 4 0,6, = AD + АА, +‏ + 
l- DD, 4- DIC, tAk d —*.‏ 


-F AB. Esto hecho se llama regla de 


prr ce g. 2,8 
paralelopípedo: ol vectora 4-b 4- c 


Че la suma do tros vectores no coplanares a, 0, c so roprosenta 
por una diagonal dol paralelepipedo construido sobro los 
segmentos dirigidos que reprosentan los vectores 2, D, c 
y tenon ol origen común (para abreviar: construido sobre 
sab 

Llámaso diferencia a — 0 de vectores a y b ol vector 


(0). Si los vectores п y Û 
segmentos dirigidos AD у CD, respoci 
ШО 


los v 


a y D so ropresontan por los 


vamenlo, su 


ia a — b so торг 


onta por cl segmento dirigido 
Es ASA UE 
АВ — CD (убазо $ 4 del cap. 1). Si т 4- Û = c, ontonces 


a = с — b. Bln propiedad se desprendo do la diferencia 
de segmentos dirigidos, Mostremos cómo se puedo dedu- 
cirla de las leyes de adición de vectores, Sumando el 


vector —Ё а los dos miembros de la igualdad € = т + D, 
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= 640405 = 


obtenemos c — Û = ¢ + 0—0) 
=a 4 Ë 4 C20) = а Û = а. Do osle modo, on las 
igualdades vectoriales se puede trasladar Jos sumalidos 
do wn miembro de la igualdad a otro cambiando sus 
signos por lus opuoslos. 

Ejemplo 1. Domostrar la regla de abrir paréntesis: 


(Ü) (E 
O 


б) = (dd ta -H 


A Sogán la definición do diferoncia do vectores 
(1-7 ba) + (Qs — bn) = (а + C750) -H (04 + 
(=) 46... 4б (б). Designando Ја última 


oxpresión motiante z y omitiendo una parto ilo parón- 
tesis (on correspondencia con acuerdo basado on ln loy 


asocintiva do adición) obtenemos z«ed,-l- (—0,) 4-2,4 
-H (=D)... +a, (=i). Aplicando varias voces ln ley 
conmutativa de adición,. tonomos z(d-]-d5-]- .  .-]-,)-- 
HAYA eS Р 

Si sumamos 2 y Ја suma (b, 4 Da 4... Dn) 
usamos Jas propiedades asociativa y conmulntiva dc 
adición y n veces Lomamos on consideración las leyos IV 
y UI de adición de veclores, obtenemos 

3e 4D, E A ETE ESE E 
A E 
Bm Ah a Фа (709) 4- 
HÜDA + CL 
rose) LE SEEEN 


Según Ja regla «de traslación de sumandos do un miem- 
Dro do Jn igualdad vectorial n otro, tenemos T= (a4 
Hako Han) Di 4-0 4e eba) А 
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Ejemplo 2. Sea Qel centro del hexágono regular 
ABCDEF (vénso tig. 2.4). Hallar la suma de los vectores 
pa fed ج جب جا جس‎ 
OA + OB + O0C 4-OD-- OE OF. " 

A Las diagonales del hexágono regular inlersecar les 
en el pinto: O se dividen en dos partos iguales: por 
este punto. Los rayos [O4) y (OD) son contrariamente 


dirigidos. Por eso 04 = — ÖD. Do modo análogo, OB = 
r аанын: eo D E ры 
=—0Ё, 00= —OP. Do aquí, OA-- OD —0, OB4- 
mE AA zi uw gai ens 
-FOE «0, 0C4-0F=0 y, por tanto, OA-FOB 4-OC -- 
pe eee o EIE ale ی‎ ic pc 
-OD + OE-E OF = (0A--OD) + (OB 4-00) 4 (004: OF) = 
=0+0+0=0. А 
En el hexágono regular ABCDEF se cumplo también 
la iguildad JD- EB CF «0. En efecto, ya que ОРЕР 
os paralologramo, OE=0D+0F y,-por ¿onsigulanto, 
A re A ab 
AD- EB -+ CF = (20 4- 0D) — (BÓ + OE) 4- (CO «+ OF) = 
з — P -r y L4 -r o Le 
—OD 40D — (0E + OE) OF OF =(0D+-0F)+(0D +, 
era dcos js ios joie ү e dae کا‎ 
+06) (OL 4- OR) OE 4- OE —(OE 4-OE) - (0E — OE) 4- 


zB e o 
+ (0E —OE) - 0+0=6. 

Ejemplo 3. Domostrar que: en ol triángulo ABC làs 
medianas [A Xl, ICM] y IBN) so iutersocnn en un punto; 
si Q es ol punto do intersección do las modinnas del tri- 


= = ج جت‎ 
ángulo ABC, QA + QB + QC = 0. à 
A Sca Q el punto común de los segmentos [AK] y 
ICM] (fig. 2.9). Basándose en la propiedad do la línea 
media dol triándulo, tenemos’ (MĂ) || (AC). Рог lo 
lanto, los triángulos QA7K y QCA son semejantes (por 
Wes ángulos), por eso | QC |: | MQ | = 104 |: 1 KQ t= 
= | AĈ |: [MK | = 2. i 
De este modo, si en la mediana [A К] tomamos un pun- 
Lo Q que parte ol segmento [A К] on la razón 2 £ 1 partiendo 
del vérlico A, ol punto Q so situará en Ja mediana [CM] 
con tal que | CQ |: 1QM | = 2: 1. Aplicando los razo- 
mamientos análogos con respeclo a las medianas [AKI 
y [BN], vemos que el punto Q so encuentra en la mediana 
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UIN] y la divide en la razón ВО |: ОМ = 2:4. 
De aquí so deduce que las medianas del triángulo ANC 
se intersecan en un punto Q y para el punto P, simélrico 
al punto 0 respocto al punto A. (fig. 2.9), se cumple la 


slo que P = Zy (0), А = 
álorn AQCP es paralolofoamo y por 


igualdad 
= Zy (C), ol cuadril 


Figo 2.40 


E 
eso i + 00 = 0. En dolinitiva, obtonomos QA 4| 
e: > юк ор 
(9i 1-00 = 0 а. QD = QP 4 (0 =й. А 
Ejemplo 4. Domostrar quo para cualesquiera. vectores 
4 y D son válidas las desigunidados del triángulo: 


[abi s ap hl Гер ар-р (22) 
Comprobar quo: Ta igualdad TESES lal- 
ҮЛ la igualdad [a — 

Va 1— LE tiono Ingar si, y sólo si, wtth y 1% 
>11. 

A Si mo de los vecloros й o Ù es milo, estas ilosigual- 
diles son ovidentos, Scan 7 x 7b vectores no nulos y sea 


tiono lugar si, y sólo s 


sue un segmento dirigido A} ropresonta ol ¿vector 


E > 3 
Marquemos el vector b = BC partiendo dol punto 7 
> 


(fis, 2.40). Entóncos el segniento dir 
el veelar à. | D 


ido AC roprosenta 
fmlonos on las propiedades 3% y 4^ 
dle la distancia (véase § 4 del cap. 1), obtenomos | 2-1-0 |= 


=14C1S 1481 4 15 |= Га 1F 12 | con tal que 
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igualdad tiene Ingar si, y sólo si, B ELACI, os decir, los 
vectores @ y b son codirigidos. Sustituyendo en la última 
desigualdad cl voclor a por el vector a — D, obtenemos 
IR 16 —23 PE 1a — 9 14101 Por consi- 
guiento, [a —b |> |a | — IÙ |. Como so ha demostra- 
do on lo anterior, la igualdad 12—01 = a [— 13 | 


tione lugar si, y sólo si, los vectores à — Ё y b вой codiri- 
gidos, os decir, son codivigidos 
los vectores D y= = (ab) Ж 
+0 у а. 
+151>17 1 

Ejemplo 5. Shu A, B, C, D 
puntos de nn espacio o un plano, 
M, ol punto modio do [42], N, i 
el punto modio do [CD], O ol Vig, 2.44 
punto modio de [MN], Demostrar 
quo; 4) OA 4- JB +08: OD 0; 2) ATN 4 MEN = BC 4- 


+4 9) | MN Kop DC LL AD. 


SU ee 
A 4) Los segmentos dirigidos AM = MB ropresontan 
un mismo vootor ol quo so designa 4. Análogamento, 
pongamos CN => ND =, MO = ОА =e (ig. 244). Enton 
cos O = OM 1 MAR Obi, 
meh Obere 
ОА 4-03 4-06 4-0D = 
aa) (0) -+ (mb) -- @—-9=0-+04-0-+0=6. 
2) Según la regla do Huon Че cierro, HÛ = Bit. 
MN йб, Abr AME MN ү ND. EX 
+AD= (ВАГА ART) 4. AN e MN e (NC + ND) -0 -+ 
-4 ATN -MTN КЕШЛ . 
З) Sobre la baso do la desigualdad do triángulo | BC + 
34 


Por eso (vénse ol ejemplo 1), 
да (ара ано 


E 


+ ADI MICI 4 1AD) |лс| HADI |. Yaque MIN HH ATN, 


so tione | EN АРА | LAT LE ATN | 21000] (y 
зо ol_ejemplo 4). En definitiva, tenemos 2147 


> اا 
JAN LAN |= | BG-A- ADISI DC 11-1421. А y‏ > 
ar que para enalquier vector a‏ 


Ejemplo 6, Demostr 
Шапо lugar la igualdad (а) = û. 
falose en las Joyos 


IV y Edo adición de vootoros, 3 |. (a) = 0. Sumando 


el vector a con los dos miembros de esta igualdad, oblenc- 
% г па (T) dram wh a + (0) = 
= А 


plicación de un vector por un nú 
io de colincalidad de vectores 


сг. 


Si û ex nn. vector representado por un segmento dir 


do AB y Fe wa número real, se Hama producto del vector 


presentado por ol segmento 


a por el número k al vector 
pes > n 
dirigido KA. BI producto Ka se denota también por ak. 


i F #0, el producto 2% во escribo en 


Para abrovia 


la forma afi. 
Citemos las leyes de multiplicación de un vector por 
m número, 


I. 4:272, Dawe, 00, (у 
¡ha | pka 
П. kapja, sí 30; katha, si ee. 


Si k y m son números reales, а y б vectores, enton- 
сез: 


IV. k (ma) — (km) a (asociatividad de la multiplica: 
ción por un número). 


у. (led: maha’ ma, 
VIL (a Ab) = ka RD 


(distributividad de la mul- 
M ación por número). 
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Estas loyos so desprenden directamente do las pro- 
picados do Ja multiplicación dol sogmento dirigido por 
un múmoro (убаво $ 5 dol cnp. 


Ejemplo 4. Domostrar la igualdad —а= (49% 
ompleando las otras leyes do la multiplicación de un 
vector por un número. 
А En olocto, б = 0-2 = (1 + (— 4)) d. Por oso —@ = 
= Єй 0 = Ca) de 4 C20) ee iiw DI 
+ Ena = (®) --2) 4- (708 = Û + (м) = 
(—1)2. А 
Ejemplo 2. Demostrar quo si ma + nb = ka + D, 


ontoncos (m — К) à + (n — 0) Û = 0. 
A Al trasladar Jos Кате, dol segundo miembro do 


la igualdad ma 3 nb = = ha. -H 13 nl primoro, oblonomos 


(та — ka) + (nb — 10) = Û, Basándoso en las loyos I 
y UV do la multiplicación do пл vector por un número, 


so tiono —ka  (—1)- (ka) == (—К) а. Sogún la ley V, 
Lonomos ma — ka = ma + (ka) = ma + (—k) à = 

= (n — E) a. Do modo análogo so puedo demostrar quo 
nab-—d- (n— 01 ù. Do oslo modo, ma + nb = ka + 


io (m — k) a -+ (n —1)Ё = б. А 
Do lus Joyos 11 y ТЇЇ se desprende ol criterio de colinca- 


lidad de vectores: un vector b es colineal a un voctor no 


nulo æ si, y sólo si, existo un número k tal quo D = ka. 
El número k se s dotor mina imivocamento por los vectores 


colincales 07 0 y Ж [I | = LB VIG | com tol que k = 


= (b ya | sia ук=—|0 Via | si OH. 
Ejemplo 3. Demostrar quo, para vectores no colinonlos 


a y b, la igualdad ma -+ nb = Û so cumplo cuando, y sólo 
cuando, m = n = 
a Ttoalicemos Ja demostración por el contr 


a y 1 voctoras no colineales tales quo ma - nb. 
т 520. Entonces, Û = (1/т)0 = (m) (та + ul) = e 
= (Hm) (ma) 4- (Mm) (10) = 12 4 (lm) Dm a— 
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(мт) b, o sea, à 


(pln) È y, en vivtnd del er 


De 


adicción. Análogamonte se 


‚ los vectores т y b son colineal 


mna 


rio de colincalit 
este modo, ri 
de Lea que. la 
contradicción. А 
En este ejemplo y ex los posteriores no so 
leyes y on qué sucesión se i 
Ejemplo 4, De 


doy b In igualdad 


т 0 Iova también a la 


dien qué 


та nd тат (2.3) 


es equivalent: al sistema de igualdados 
п. (2.4) 


A Сото se ha demostrado en ol ejemplo 2, la igualdad 


m 


кты M 


valente a la igualdad (m, — mj d 


(m — ra V = Û. Los vectores 7 y Ù no son colincale 
por lo tanto, conforma al ejemplo 3, la relación obtenida 
os equivalente n dos igualdades: m, m, => 0 y n — 
— e 0. A 


s y hno son colinentos. ¿Con 
qué æ son colineales los vectores z— (r— 1)a-L у d 
(21:32) a— 20? 


A El vector с 


Ejemplo 5. Vector 


(8—1) aÜ es по mila (si ко tm- 
мом Ü= ee (5 1) a- 1-0, entonces, en virtud de la no 


el 


'esultado 
—1= 


colinealidad do los vectores a'y Ù y del r 
ejemplo 3, lomlrian lugar las Igunldados - 
1 = 0, os decir, habría nna contradicción). Debido 


erilerio de la colinenlidad, Ios vectores d y c с son colinenles 


si, y sólo si, existo un número y tal que d= ус, o sen 


(2 lı 3а) а — 2b = y (к — 1) а + уй. Los vectores à y D 
по son colinoales. Bor ono, an. Vierna del renullado ol 
ejemplo 4, la igualdad obtenida es equivalente al sistema 
de eruacionos 2-1 За — у(х — 1), —-2 == у, es due 

al sistemá a = 0, y . Por consiguiente, los vectores 
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¿y Tsou colinenles si, y sólo si, т = 0, o sen, € = а 
d= 2 (0 — 1). А 
Sen qué en n espacio o un plano so ha fijado un punto 
O Матайо polo. Entonces, entre los puntos A dol espacio 
= 
(plano) y los segmentos dirigidos ОА so pono la correspon- 


BI vector 


dencia himívoca. 


"4 representado por el segmon- 


us 
to dirigido OA so denomina radio vector del punto A res- 
pecto al polo: О. BI punto A so busca por el radio vector 


dado 7, como el fin del vector 74 trazado del polo O. 
jemplo 6 (ecuación paramólrica vectorial do la recta). 
Sen que en un espacio o en un plano so ha fijado el polo O. 
Además, яса Lama recta que pasa por dos puntos distintos 
dados A y B. Descrihir ol conjunto de radio vectores de 
todos los puntos de la recta 7. 


A Sean Fa y Py riidio vectores de los pintos A y 7), 
camente, Mediante а designomos el vector repre- 


vospecti 


i 
sontado por el segmento dirigido AB, os decir, а= 


= Tn та (fg. 2:42). Designemos 7 el radio voctor do 
wn punto arbitrario,M de la recta 1. I] punto A so enouon- 


tra en Та rectal E ši; y sólo si, los vectores AAT y a son 

linoales. Según el criterio de colinonlidnd, csto Hene 

lugar si, y sólo si, existoiun número £ (dependiente do M) 
e 


tal. que se cumplo.la igualdad АЛГ «s ta. Puonto que AM 


me FT — ra Ol vector r es radio vector dol punto M El 
si, y sólo si, este radio puede represontarso on la forma 


re ra ta, donde a "n — r4. Do este modo, ol 


conjunto de todos los radio vectores de In recta I os 
conjunto de vectores de Lipo 

тета (2.5) 
donder, = ra, a = Fn — FA, Les un número real arbitra 


rio, El voctor a se denomina vector director de la recta l, Fy 
so Hama radio vector del punto inicial de la recta L, t, 
parámetro y la correlación (2.5), ecunción paramétrica 
vectorial de la recta. А 
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hirse on forma r=- 


La correlación (2.5) puede o 


— (10) 74 4 ry 0 en form F sea try, donde (£y v 


son números reales a unidos: por In. correlación 
гт опок T= TFA qs 
teo P representa puramétricamente Ta recta que 


pasa por los puntos A y 7. Los números Lo = L(M) y v 
(A7) se denominan coordenadas baricéntricas del punto 


u en la recta (AH) orientada (а la largo del. vector 4). 
Estahlezeamos el seubido geométrico del parámelro £ 


ón (2.5), Yu que AM = 40, donde [кт 
DEL IG Les decir [t] = 


en da con 
= £ (M), so tione ТАТІ 


> LAM |: ||. EL número Les positivo si el punto 
M 5 Л во sitúa on [AP] n si hel ШАК 1 
vs negativo si AI se A y A EAM. t= 0 кі, y sólo 
M coincide con A. 

Ejemplo 7 (problems do división de un segmento en 
la razón dada). y B distintos puntos dados. por 


radio vector n бон respecto а un polo O, A um 


Pa y 
número posit. vo. ПаНае ol radio vector Fy, do un punto A7 
del segnieitto LAPI que divido este segmento en la razón à 
partiendo del punto A 

A BI pu. to M so nire los puntos A y II en fa 
reeta (AB). Por eso, rus rdi 
AMAD >> 0. Зат la бошап, A LAB B]. 
г consiguiente | AH (=P AM | 4- [MBA = | AM | 4 
] AM Jc (АЗ) LAM A. Do esto modo, £5 АЛАЧ 1) 


- i A 
y rus ra ETA T Te ТА eo- 


Fa) dendo £ 


rrolación 


Tum (a EMO 1) ea) 


so lura fórmula de Та división de un sogmento en la 
razón dada, А 

Cuando A = 1, el punto Af os el punto medio del 
segmento TAP]. El segmento [ОЛ/] es mediana del bri- 
ángulo OAB (fig. 2.13). El vector ry = OM es igual 

5 S u ج‎ > 
n ra/2 45 5/2 = (ОЛ + ОВ)/2. 

Ejemplo 8. Finpleando los vectoros y operaciones соп 
ollos, demostrar quo Јав medianas del triángulo so inter- 
seenn en un punto quo parte cada una do medianas on la 
rzón* 2 : 1, partiendo del vértice. 

A Sen quo, on ol triángulo ANC, los puutos K y M 
son puntos medios de los lados [2С] y IAP], respo 
mento, O es ol punto do intersección do las medianos 
[AKI y [CM] (vénse fig. 2.9). 

Dosignando A= [CQU/IQM |. p= L4QVIQHEL,. domos 


(готов quo A=p=2. Sen AM ia (ontoncos 18 = Za), 


AC 20, Según In бета do la división dol sogmonto [CAI] 
por ol punto Q on fa razón А, tenemos AQ == (D 4- Aa + 1). 


Por lo tanto, АК = A0 -- QR = AQ-4- 42 = qe t 4 
ЧЕЛА) Bl punto K parto ol segmonto {СВ} on 


la razón 4:14, por oso AK = (AC 4- АВ)? (b -4 20)/2. 


ps 
Compurando las oxpresiones obtenidas paca a vector. AK, 


Diada Y 
Xue En vir- 


Mogamos а la igualdad 


tul do Ја no colincalidad do los vectores 2 y б, do aquí 
so deduco quo LEL Eo 4 A, Dividi 
: SUM. OMEDT TT de REL S 

da una do estas igunldados оп olra, oblonemos A 
l'or consiguionto, (p + f) p = 3/2, es decim, p 
Así pues, queda. demostrado quo el punto 0 que so sitúa 
eu la meliana [CALI y la parte on Ia razón 2: 1 se oneuen- 
Lra también on Ја modiana [AK] y Ja parte on la misma 


п 


razón. Análogamento se puede 
punto Q de la mediana [CA7] so sitíta Lambién on 14 
d i LINT y Ta parte on Га razón 2 : 1, partiendo iol 
‚ Por lo tanto, las tres mediauns dol L 
pe interseran en un punto que les le en 
partiendo del vór 

omplo 9. 


ablecer quo el misno 


ar por qué número le hay que multi- 


plicar un vector по nulo a para quo la Jongitud del vector 


Y = Ka sen igual а la unidad con tal que: a) ol vector б 


sea codirigido respecto al vector ai b) el vector $ sun 


contrariamento dirigido respocto al veclor a. 


A а) Ya quo Ja Jd a mm KO (111), so опо Jes |e 
I: lal e 1/1] (1D. 

р) Tenomos katha «s 0. Por consiguionto, 
Bf = ар y к= Mal. 

Do esto modo, ol voctor Û = TIT | es codivigido al 


vector a 360 y tiono longitud unitaria, Cualquier vector 
de la dongitad unitaria se Пата vector unitario (vector 


E 


unidad). EL vector —a/[a | es unitario contrariamonte 
dirigido 
É 


ospocto а voctor a. А 
plo 10, Bu un triángulo APC os trazada la bis 
2 ICD] dol ángulo interior LC. Expresar el vector 


кес! 


CD medianto los vectoros a = СА, b = Ch y sus Iongi- 
Ludos. 
^ Marguomos, partiendo dol punto C, los vectores 


unitarios CM = d, = aa | y CN =e, = ED | (los 
puntos M y N so encuentran en Jos rayos ICA) y ICH) y 
Та distancia entre estos puntos y el punto C os igual a 1). 
Consideromos. cl paralologramo CNPAL construido sobre 


> > 
los segmentos dirigidos CM y CN tomados como Jados 


ud d 
(fig. 2:14). Ya que | CM | = | CN | = 1, osto paralelu- 
sro s rombo, O son, su diagonal ЇСРЇ es Ia bisoctriz 


dol ángulo ZC. Los vectores Cb Y ep = 7, + EN son 
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colineales y, adomás, CP 520, Por eso oxisto un número 
Ө o o 

z tal quo CD = aCP = salfa | Hc 2M [b |. Por ошо 

tado, el punto D parto el sogmento [AD] cn ma razón 

(todavía dosconocida) A = | AD |: | DI |. l'or cousi- 


guiento, según la fórmula (2.0), CD = (a + XA 4- 1). 


Vig. 2.14 Fig. 245 


Comparando las expresíonos oblonidas para ol voctor 
CD y toniondo-oncononta 1а no colingalidad do los vocloros 
@ у Ù, tonomos z/[a | = 1/(% - 1), 2/10] = MA + 1). 
Donn, А Ир CD = Ga LD WV 
dta VI 1+ 1) (Ya 184 EF de 1È). No- 


tomos quo la igualdad A= [а |Ù | significa quo la 
bisoctriz dol ángulo interior ZC dol triángulo ABC parto 
ol fado opuesto [42] en la razón |AD|: (DB | = 
= | СА |: | СЁ |, оз decir, on Jas partes proporcionalos 
a los Indos adyacentes al ángulo Z.C. А 

Ejemplo 11. Dado wn triángulo ABC. En las rectas 
(AB). ШС), (CA) están correspondiontomonto estogidos 


puntos M, M, P de tal modo quo AAT «АЙ, BN = 


= PBC, TP = ЧСА, dondo a, f y y son nümoros ronlos. 
«Вајо qué condición mecosaria y. suficionto f forman un 


triángulo Jos vectores cm, AÑ y ВР, озса, си + AÑ + 
4 HP = Û? 


A Se e CA, b= Д (tig. 2.15 а б). Entonces, 


Ай =б—а, AM «(b —a), CN =(1—p)b, CP = ya: Por 
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3 - = + 
consiguionto, 1944 ab, AN 
=AC 4 LEN = IM 00, Di ВСВ 04 ya, 
por eso CM 4- AN 4- Mayu a+ CA, Los vectorosa 
y D no son colinendes, por oso CA -1 AN 4- BP = Û cuando, 
y sólo омадо, y—2=0, a —f eO, o sea, cnando ас 
fy А 

Ejemplo 12, En un triángulo ABC, puntos Af, N y P 
son las bases de lus ricos [CM], IAN] y IBP], vos 
pectivamente, do los ángulos interiores del triángulo. Se 
vonoco que CM -+ AN + BP = 0, Demostrar que АДС 
es regular. 

m o e 

A Son AM ss «АЙ, HN = MIC, CP = үСЛ. Ku 
s, sogün lo ê en el ojomplo 10, œ 
AC VIAC I -i |с, (e DAP VO AT] 
+ IAC |) y= 120 ADC IA- VAB D. En ot ejomplo 


nes 
14 so ha mostrado quo de Ja igualdad CM 4- AN -l FF 


== Ü su dosprendon las leales @ = 
iguoldados: 18€ |: 
/ 


Lon 


= y, 0 коа, Jas 
LAC VL AB fas 
0—1 = 142 (Л fic | Du estas: igual 
obtonemos FAC P Cl IAM == 
== | AC | LIC |. AL dividie Ja primera cortelac ón on 
In sogi i з: LAC P d) AP P, 
es decir, | AC | = | AB |. Por tanto, [ЛС | = | AC | x 
X [BC |, o sen, [AC = [HC |. А 

Ejemplo 12, Jn Ios lados IBC] y ICD] de un parallo- 
gramo ABCD son tomados puntos X y 4 do Lal modo quo 
Toit Uc | =p IDE |: РИС |= А, dondo A y p 
son númoros positivos dados (véase fig. 2.2). Las reclas 
(FD) y (AE) so intersocan on el punto O. Hallar la ruzón 
[О i: 10D ,. 


A Dosigribios de abo nó, D=AB=DC. Do ws 
+] nr. A 6, 
Malden a= Во АЫЛ ША BE tiatia 


mos que BY 
йоз 1). Por иш, A 
Fb- Ii ABA. AD. iz: 
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af 1-1). De modo aná lorlo lenemos DË 


— b. Consideremos ol ciclo AODA. Según la regla dociclo 
AO 4- OD 4 DA «0. (2.7) 

ا 
Los vectores AO y OD so desconocen. Sin embargo, son‏ 


жаы е 
alos a los vectores AE y FD, rospectivamento, рог 


EE 
on números (desconocidos) z o y tales quo ДО = 


colin 


oso oxi 

ае а ایی‎ = 
ad = та - МДА + 1), OD = FD = yale 4- 1)— 
— yb. Sustituyondo las expresiones obtenidas on la 
igualdad (2.7), tonomos 


0 == 


(a) i)i 
(irr 1) (д) 60. 


Puesto quo los voctores a y Ò no son colinenlos, obtenemos 
el sisloma de ecuaciones z -+ y/(u A- 1)=1, A/A + 1) = 
== у. Al tosolvorla, hallamos 


Mtm ze EN OI 
ЕА ОЕ" FEA ° 


Por consiguiento, 


1/0| : [OD | =(|%D] —10D|): 0D] = 


ШОКК en e 
bién la expresión para la 


KEN 


o ejemplo se Im obtenido Lam- 


ón 140] : JOE] = z: (1—2) = 


At 


$ ^. Matrices, deferminantes, sistemas de ecuaciones 
lineales 


Ay j P 


у cs forman la primera. fila 
o rh ln se Bı, la primera 


Ba Ea segunda columna de esta matriz. 


оц а, о.) 
E Pa i) (28) 
їз їз Ya 


de Ja mali 
columna, Q, 
Una tabla 


se denomina matriz de lercer orden. Los elementos a, од, 
©» forman su primera. fila, оу, Bj, ү, su primota columna, 
ol 


que tionen o bien 
todas las Filas (columuos) compuestas de números o hion 
uma Sila (columna) compuesta de voctores y las obras 
) de nümoros. ces wo 
r ol concepto do dolerminante de la matriz. 
Llámuso determinante de ima matriz 


«(и d — 
SS 


dot A, dot (p t) o bien ИЙ $ 


y se llama también determinante de segundo orden. Vor 
ejemplo, 


ión одб о, que se denota 


12 
| |= i; – 


44 а(-й 20. 


So Mama doterminante de la matriz. В do tercer orden 
(véaso (2.8)) la expresión 

Bs Pa ‚| АТ fi ba 
"зо т ly Te 
km) A es (urs — Pats 


+04 (hys — Pavo) — 


— a (hors 


se denota 


y Az Oy 94 04 da 
del B, dot | Bc Pe Baf o hien |i Pe Pa 
їз Ya Ys, Y Y Ys 


y so denomina tambión determinante de tercer orden. 
Por vjemplo, 


1-1 1 


es 2-3 
Ew be. 4 s -»|3 EH 
-4 
+] 7 il- (0023-03-94 


—3)4-Q-4—(71 (73) 
94-8—3 6; 


al |. 
14 34 
# eo E Ў =2(Ий—с)— (fa 4.99) — (24-30) = 
= —5a 4+ 50—50. 
Si todos los elementos de una fila (columna) do una matriz 
(dotormiunnto) so multiplican por wn mismo númoto A, 


so dico quo la fila (columna) do la matriz (detorminante) 
so multiplica por ol número A. So llama transposición 
de una matriz a una oporación quo consiste en la susti- 
tución de las filas de Ja matriz por las columnas y las 
columnas por las filas quo tionon los números jgwalos. 
La matriz D Lranspuesta so denota modianto BT. Рог 
cjomplo, si В se define por la fórmula (2.8), ontoncos 


“фт m 
Fe Bı |. Si a= 2) уд m 
Ё [M M А (в 9 У (s А) 


son matrices de segnndo orden, wna do Jas cuales os 
munórica (compuesta completamento do númotos), so 
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denomina producto AA! а la matriz 
AS 
E MUR. „ан К 
Py A- Һа | ufa 


Llámaso producto BB" de matrices B y 1% de tercer orden 


y 9; Aa “о 
B (" Pe ) № (" B ij. 
hys Y, Ys 


a condición de quo wna de ellas es numérica, a Ja matriz 
(rs Lag osY, оока | ofla des 


Tuer DURS Da, Ds Pao e eas 
ea 1-б 2 аа avt vs d yas 


: ). (2.9) 
м5 Чели 


01 ы 
„(+ жы tuus 
аз ge 11 
ым зата) = [i 
^ 4.04-0-2 1 i ds 01 
un (Качы a) 602): 
Se Nama matriz unidad f£ wna matriz numérica on la 


eal todos Jos elementos dingonalos son ig 
Jus wo dingonales son iguales n cero. La ma 


to 
de segundo orden Мено ta forma [^ 1). Lercer orden, 


100 

La forma ( 1 0|. Si y E son matrices de wn orden, 
0 0 1 

unidad, entonces $7 

de on orden X 

otru y so denotan Y X=) X 


E == S. Las mlr 
Harman inversas una de 


sl XY 


tomos las: propiedades de los determinantes. 
1", dol S = dot $7, 
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(у), төше зт (28). 


dol S — of, — бу; 
dol 57 o4, — Ваа == det. S. 


[ER ол Bı Ye 
Si - (б Ba Baj, se Liono ST= (s fis s) 


Yi Ya Ya, ал Pa Ya, 
Ba Pa Bi Pa Bi Pa 
y dol S= a, –о, A СЫ 
Ya Ya Y Ya YY 
ШЕ; 
= |, у, аба + af аара 
la Ya 
Be y а Y 
афр 94 s 4 M Es k 
as Pa К 
|а prd 57. ш 


2^, S1 dos filus de un determinante se mudan de lugar, 
el determinante cambia su signo. 


n si з (а 2) so» 05), entonces dol Sa 
MA T 

esame A — tal) = 

sed S» 


[n Bi Pa Pa 
Si S = |R Pa Baj, 5 =|% % æf, entonces det 57 = 
Vi Va Ya Y Үз Ya 


7 [i (taa aa) — Ba (rv) — ev) E Pa (йүз — OY) += 
= = y (Puya — Pava) A- a (Phys — o) —%a (Diva — Pava) — 
—det S. 
De modo análogo se puede comprobar que 


LE а аз аа V Va Ya 
Pr Ba Pa | = —| Y Ya Ya] = — fMi Pa Po]. Ш 
Vda Ya P, Ba Pa Ay а, a 
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3°, Si dos filas de un determinante son iguales, el deter 
s igual a cero (rector mulo). 

n efecto, si sustituimos wna fila por otra igual, 
el determinat le no cambia, Por olro lado, өн virtud ile 
la 2^ propiedad, el determinante eambia su signo. Empe- 
ro, el único número (vector) q varía al cambiar el 
signo es сего (vector nulo). 

4%, Si dos columnas de un determinante se mudan de 
lugar, el determinante cambia de su signo. El determinante 
que tiene dos columnas iguales equivale a cero (rector nulo). 

E Esto se desprende de las propiedades 1", 2% y 


5%, Para los mimeros arbitrarios A y p, es válida la 
igualdad 


Марад Ata qe Aag pers 


n Pa [т ls 
Y Ya Ya 

a d, ds “о 
A Be SEDENS 


ї Va Ya Y Ya Ya 


si los tres determinantes Lienen sentido, es decir sí todos los 
пд Y б, Ca Y Ay Qa Y ay Son simultáneamente ora números 
ora vectores, 

O El doterminanto que ostá en el el primer miembro 
de la igualdad os igual a 


1 
(а 4 li | — (Nos d) | da "s i 
aJe 5 DES 
1 (en ne T (a malla | ! 
B. Pa ‚| Pa P. Pa 
Hea lii |) + (s i Ja Yi Ya 
ааа] [шоро 
406 h ЕХЕ ПР 
з її їз nm 


A6 


De modo análogo, para el determinante de segundo 
orden, tenemos 

OS ч moj ощ 

B Pa Bi Pal TE |B Pa 

La 5" propiedad so denomina propiedad de linealidad dcl 

determinante respecto a la primera fila, Empleando la 2% 

propiedad, es fácil comprobar la lincalidad del determi- 

nanio respecto а cwalquior fila. Cuando p = 0, do Ja 

5% propiedadl so desprenda que, al multiplicar wa fila 

del doterminanto por nn. número, ol mismo delerminanto 
se multiplica por esto nümoro: 


=} 


Лод Mt, Mts а % aj | а а, о, 

B Pa Pa -fi Ba Pal, 2 № | = 

Yr Ye Y Yi Ys Ya YM Y Y 
ао о, = Uy о, 94 04 O 
Bi Ba Pal, | Bi Ba Bal =a | pa fal. 
Vi Va Vaf [Ans Aa Ms Vi Va Ya 


Q4 A 0 
6% Para cualquier matriz numérica S= | Pi Pa Pa 
Y Ya Ya 
y cualesquiera números & y pu se cumplen las siguientes 
igualdades: 


аа A Aa ABa E Ya 0 Ms нү 
Д Pa Pa = 
Ul Y Y 
A Ug Aa 
= |h Pa Baf = 
Yi Ya Ya 
94 9s Ay 
fo pm Pad A Hes Bad Ao d ys 
m Y Ya 
L7 а, b 
- | P fh. Pa | в 
Vd Aen d pP, vade As а Ya а le a 
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ü s 


ШО 
POE PRU BS 
Bi Ba Baj "^ |B Ba Baf aep Pe Pa 
Vi Ys Va Y Va Ya Y Ve їз 


en la enal el segundo y tercer sumando son igun 
conformo a la 3% propiedad. Por tanto, la pri 
las igualdades (2.10) quoda domostrada, Las otra 
dades so doducen de la primora en virtud de la 2 
piedad, Se dice «que cl primer (torcer, cuarto) determi 
nante on. (2.10) está obtenido del det S al sumar la pri- 
meca (segunda, tercera) fila y la combinación полі de 
lag demás, La 6^ propiedad 5 que, al sumar una 
Fila del determinante de un óvica y la com- 
bi ón lineal de das demás filas, eb determinante no 
тін n 

La igualdad análoga a (2.10) es váli 
los determinantes de malricos попсе 
orden: 


a AB ara) од " NE % 
Bi Pa M Pe Bil Ax, fal- Arg 


7". EL determinante posee la propiedad de linealidad 
respecto a cualquiera de sus columnas. Al multiplicar una 
columna del determinante por un. múmero, el mismo determi- 
nante se multiplica por este número, Si sumamos ита colum- 
па del determinante y la combinación lineal de otras colum- 
nas, el deteriainante no cambia. 

O En vir'nd de la 1% propi 
desprende de da 5% y Ja 0". W 


también para 
s de segundo 


lad, esta. propielml se 


ВА, Si S y S' son matrices de un nien 


tden y ита de ellas es 
numérica, se tiene dot (58°) = del 


Osem S= ( g т) 2) imnirlees de sem- 
¿lo ordon, Bntonco n mone sian re cba 


ноар) | 
@ з (if 
adel S ie EA 


PE 
Won 
xov 


18 


y, hara precisar, $ es matriz numérica. Según la fórmula (2.9) y ln 
5% propiedad, del (55) = ma 4- аар + ac donde 


a a, es 
Braid- Dai Piast av Phe Baña Rays |. 
NR үза veas 


a= 


Los doterminantes b y c se obtienen como resultado do In &uslilu- 
ción do la primera fila por las filas Bi, Pz, B'a Y ү у, ү respoctiva- 
mento, on el determinante a, Sumando cn el doterminanto la 
segunda (атов) fa y ln primera multiplicada por 78, (ener 
pondionteracato por —y,) y empleando la definición del dotermi- 
nanto do Lorcor orden y Jn 8^ propiodad domostrnda para los deter- 
minantes de sogundo orden, oblenemos 


а 
<) ың MM 
BVA ә Тун al 


Ld 1-а Da lil 


a M 


i mil wl ye ve 
жае Pa [DG IIS Буи 
е, &l x | MEI s 


De modo análogo so puelle comprolinr que b= -|" |х 
' 


PITE e^ fj dot S’, por eso 


e nnn 
dol S det $^. ш 


Eje - Empleando la G° propiedad calcular el 
determinante 
147 
A= |25 8 
3 6 10 
A De la segunda fila restamos la primera multipli- 
ME RN 
cada por 2: A= |0 —3 —6| De Ја tercera fila resta- 
3 6 40 
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mos la primera multiplicada por 3: 


—3 —6 
A 


0 —6 

+7 ETON А 
Señalomos «f, ШШ, la $% propiedad, se puede sim- 
plificar los últimos cálenlos: 


бая TRO 
PE Ma [4 
وة‎ —H| [7 6 41 


- |3 A mca 


jemplo 2. М) quo si todos los elementos de 
ima fila (инн) del determinante son iguales и cero 
(vector mulo), el determinante también lo сз. 

mulliplicamos la fila (columna) dada por coro, 
sto, no cambia, l'or otro lado, 
7^, el determinante se multi 
Se igualará a coro (vector 


pemo decir 


milo), А 
SÌ a, an am Bis Bas Pa son números reales, 
lugar la identidad vinculada con tres deferminantes: 


(eî ад рад) (М -Е% A BD — (eb, 1: afta А вара)? == 
о 94 


(н) (кыр. e 


O FS segundo miembro de la identidad (2,11) cs imal a 
А c ipi eam 
ра алаар, clans). 
E deal Pa ree 
(eb lcd. af om rca al 

Жайды) = er ай + oft Ч- t 


iue M n ceca), o sen, es igual n 


Я 


(tr je а Aaj. | б 
fa Pad IM Pa M fa 


se cumplen si, y sólo ві, existen números А y jt, no igunlos a cero 
simultáneamente, tales quo 
Ma ph = 0, Aag l- pf, == 0, Anse fis m 0, (2.43) 
Además, si at --0d-]-23 > 0, зс tiene и 5 0; si р1--р1--р3:> D, 
se tiono’ A s 0. 
T Sean cumplidas las relaciones (2.13) y, para mayor preci- 
sión, а ose, Entonces, од ч vy, gos Vl бу р, 


[f g| afa — asha мл 


dondo уте [А y por eso 


F Pofa 7:0. De mudo análoga se puedo comprobar quo 1% = 
i h 
<| |=. 
Bi № 


Y vicoversa, si so cumplen las relaciones (2.12), en virtul do 
In identidad (2,41), AB— Cà —0, donde A= xf laf 4-63, Bm Pf 1 
de PA, Cm fhi f 4-оВз. Son posibles las siguientes casos: 

п) вахт gare aan, loner las relaciones (2.19) se cumplen 
cundo X-- 1, jt. 


M abb eb eio t Cuidemos, el Irujo 
(1) e (tt E | - 
Por eaa d TIC 


Propledades de los adjuntos, Si on un determinnnto 
escogomos algún elemento y suprimimos la fila y la 
columna del determinante, quo contienen oste clomonto, 
el determinante quedado se denomina menor complementa- 
rio del elemento escogido. El menor complementario mul- 
tiplicado por (—1) en la potencia igual a la suma do los 
números do la fila y la columun suprimidas so denomino 
adjunto algebraico del elemento escogido, Por ojemplo, en ol 


dotorminanto 4 el adjunto del ele- 


ац а, 


mento fy es (— I)? 


а 
|. puesto que el elemento 
UR 
fa se encuentra en In segunda fila y en la tercera columna. 


“ м 


Sen 


ва, 03 
$- (i ba | 
V Ve 


a; soan Ap Ag An Bi Bas 
spondientes a Jos elementos 
ya en el determinante del S. 


una matriz numérica arbit 
Da Cy, Co, Ca adjuntos corr 

a Bo Pas Pas Yo Ye: 
eremos uma matriz 


Ai Bi Ci 
= | 4, Pa Ca (2.15) 
A Bas Ox 


que кө obtiene de $ dle modo siguiente: en la таш S 
todo elemento so sustituye por su adjunto y, después, la 


4 obtenida so transpone, Demostremos que 


A00 1 
SS' = S'S = (: ^0 |, donde A det. S. 


004 


Según la definie 
es necesario y sul 
tos ignaldades: 


944, Lada ааа = А, AE Dads dada = U, 


1 de producto de matrices, para hacerlo 
ciente verificar si se cumplen Ins siguien- 


Ai b Yala e Yoda = O; (2.16) 
aal, а Зу = 0, oo Balta | Palta А, 

Үй e үз» e үз» = 0; (2.17) 
eC, 1С d ааба = 0, (4C, 4. 0С, | 


ye а Са = А; (2.18) 

Ay а A, Aali ol Bs ui |! w6 = 0, 
aA, A- Pals de үм 2 
ada <l Bills С = 0, ads A "i Vy ] 
Ans + Balls A- Yaa = 0; (2.20) 

adn b MBa | PCa 0, аай 4 Balla d ү,С = 0, 
aaa 1 Ваа 1 = А. (2.21) 


ез (2,16) (2.21) se demuestran de 
mplo, comprobemos fas dos primeras 


b 


entre las ignaldados (2.10): 


П i 
алал во | R] -ali bh. 
Gh 
AS 

Mel [voyons 
M Pa Bo 

A |Pi Ёз Poj =0. Ш 
vi Ya Ya 


Do la afirmación demostrada so deduco «que para 
toda matriz numérica S de la forma (2.14 
nante А det S no ов igual a cero, existe la matriz 
5-1 invorsa de olla con tal que 


| AJA BIA CA 


АЈА БЫА СЫА | y dot Sri 1/4. 
ДУА Вул Сул 


sa 


" Q4 A 4 
Si $2 f, f os una matriz de segundo orden con 
a 
la particularidad do quo А = det S-=0 00, #0, 
entonces Ја matriz inversa $7! se define por la fórmula 
si-( [37 VES 7S 
—P/A ald 
Sistemas de ecuaciones linenles. Considoromos un 
sistema do ecuaciones lincales 
ат + aay 4 ода == т, а-а Вал, 
ү Күш A Yaz = Г, (2.22) 


) det S7! s 1/A. 


donde a, ar Cas Pis Bas fos Pir Yas Ya son números dados; 
my, ny p son orn números dados, ora vectoros; х, y, 2 
son variables (numéricas si m, n, p son Números y veoo- 
rínles si m, m, p son voclores). La matriz S = 


ол ta Qa 

=| B f. Ba) so denomina matriz del sistema (2.22). 
Vi Ya Ya 
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siguomos la malriz compuesta de los 
2.15)] de los elementos de la 

Tomemos А = det S. 

y; 2) solución del sistoma ( Sumando la 

oslas ecuaciones multiplicada por Ду, la 

segunda multiplicada por B, y la lorcer a 

por Су, obtenemos, on virtud de (2.19), 


то, о, 
аА == тлу pC = |" Pa Po =A, 
PY Ye 


(la última de Jas igunidados (2,25) es definición de A). 

ШШШ mlo la primera ecuación del sistema (2.22) 
por Ay, gunda por Ba, la tercera por Cy y sumando 
lus eciimciones obtonidas, obtenemos, on virtud de (2. 20), 


оу таз 
gh mn As A- nB, l= pCa |! fh (2.24) 
MP Y 
De modo análogo tenemos 
аа, т 
2A ns |= Ba pCs = |M Pa п | <A. (2.25) 


п? 


Teorema | (regla de Cramer). St el determinante A 
de la matriz 5 del sistema de ecuaciones (2.22) по es igual 
а cero, este sistema Liene solución única rs у; 2) determinada 
por las siguientes fórmulas: 


AJA, y= Alh, 


= Al. (a 


O Como se ha mostrado on lo anterior, Ja uni 
de Ja solución so desprendo do lo que toda solución (=; y: 2) 
del sistoma (2:22) satisface las igualdades (2.23), (2.24), 
(2.25) y por озо tiene la forma (2.26). Queda por compro: 
bir que las Fórmulas (2.20) delorminan cf 
solución del нне 
(2.26) en el primer ecuación del 
sistema (2.22), en virlud de Јах viales (2.16), (2.17) y 
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(2.18), Lenemos 
en SIS) 4-9, (NIA) 4- s (AA) == (1/8) (аут Л, + 
O A de 
ttg B арс) = (аллаа азд) т 


+ (4D Аааа H Cg Ba) nA- (об, 4-94 + озб) p) = т. 


Do oste modo, л, y y 2 doliuidos por las fórmulas f ) 
satisfacen Ja-primora de las ecuaciones del sistema (2.22). 
Análognmento, so puedo comprobar quo т, y y 2 satisfacen 
también la sogunda y la tercera ecuaciones (hágaso esta 
comprobación en calidad de ejercicio). B8 

Loorema demosirado significa quo si m, n, p so 
expresan medianto z, y, z por Jas fórmulas (2.22) con 
ayuda do los elementos de la malriz S (2.14), entonces 
ау у, 2 во expresan mediante m, л, p por las fórmulas 
(2.26) con ayuda de Ios olomontos de la matriz S" (2.15) 
Ivénso (2.23), (2.24), (2.25). 

sisloma de ocunciones (2.22) se Iama homogéneo si 
m = 0. Si A 0, ol sistoma homogéneo (2.22) 
tiono solución única z = y = 2 = 0 quo so Пата trivial. 
Cualquier solución (2; y; 2) de un sistema homogónco ко 
denomina no trivial cuando z* -Ь y? A- 2° > 0. 

Teorema 2 (sobre la existencia de la solución no tri- 

vial de un sistema homogéneo de ecuaciones). Un sistema 
de ecuaciones lineales 


at Y aa Y ez = 0, Pa -Ь Pay =| Baz = 0, 


Md үш + vas = 0 (2.27) 


tiene solución no trivial cuando, y sólo cuando, А = 0, 

DO Si existe la solución no trivial dol sistema (2.27), 
vutonces А = 0; en caso contrario ol sistema (2.27) ton- 
dria solución única: la trivial (regla de Cramer). 

Invorsamonte: soa А = 0. Entoncos si An An Лз 
Bi Ba Ba, Сү, Сз, Ca son adjuntos do los clemoutos 
a aa am D. Pas Bos Үш Үш Yo, respectivamente, do la 
matriz S del sistema (2.27), оп virtud de las ignaldados 
(2.16), (2.7) y (2.18), los juegos (Ay: Azi Aa), (В; Б; 
Ra), (С; Cai Ca) son soluciones del sistema (2.27). Si 
рог lo menos una de estas soluciones es mo Lrivial, ol 
teorema queda domostrado. Н 
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Consideremos el caso cuando И, 
B, = Ba = C, = C, = Са = 0. Si todos Jos clomen- 
tos de la matriz S son iguales a coro, el sistoma (2.27) 
tiene solución no trivial (lo satisfacen cualesquiera 
números z, у, 2). Si existen clementos de la matriz S 
no iguales a coro, entonces, cambiando. (si es necesario) 
de lugares las ecuaciones dol sistema (2.27) se puede con- 
siderar, sin limitar la comunidad, que a? + a2 -b > 
> 0. que 


Aa = Aa = D, = 


а 0 
Vi Ye 


|= В, =-] 


debido -al Joma do tres detorminantes, existe un número 
у g40 Lol qu» Y, = Уол, ү; = Ушу, Ya = VC, os decir, lu 
Lorcera оспасіби dol sistema so obtiene de la primera al 
multiplicar sus dos miembros por el número v y, por 
consiguiente, so douce do la primera ecuación. Do modo 
análogo, de las igualdades C, = C, = Ca = 0 resulta 
que Га segunda do las ocuacionos del sistema (2.27) se 
deduco de Ја primera, O sen, en el caso considerado, el 
sistema (2,27) os equivnlonto a su primera ecnación (más 
exactamente, a aquolla de sus conaciones en la cual no 


aga = 0 tiono 
0, entouce 


(1; 0; 0) es solne 
solución de la ccnación dada es (ж/о: — 


$ 5. Criterio del carácter coplanar de vectores. 
Bnse en el plano y en cl espacio. Descomposición 
de un vector según una base 


Sean u y Û vector 


nostos par- 


tiendo de un punto: СА = (für. 2.16). Por 
medio de P designomos elpalano determinado por los 


puntos O, A, B. Por definición, cualquier vector ©, 


coplanar a los vectores @ y D, es paralelo al plano f. Si 


construimos el vector OC = c, ul punto C portonecerá al 
plano P. Pracemos por el punlo C la recta L paralelamente 
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a In recta (OP). Ya que a y È no son colineales, las rectas 
1 y (04) so intersecarán en un punto D. Los vectores 


> — >. 
OD y OA son colinoales y, además, ОЛ 320. En virlud 


del criterio de colincalidad de vectores, existo un número 


soil 2:14] que OD = - 04. Do modo análogo, oxisto wn 
número y tal quo D DC = yOR. Vor oso, OC. OD 4- 
+20 = а0й + võb, es deci, 

а + yb. (2.28) 


Bl par ordonado de vectores no colincales а 9 y 


2 


БФ во denomina base del plano P (se denota: (а, DJ). 
Todo vector ©, coplanar con los 


vectores a y b que. forman Їз Бахо, 
puedo representarso en In forma 
(2.98). Los números z 0 y so 


Hanm coordenadas del vector c 


ento base (2, б) y la propin igualdad Fig. 2.16 
(2.28) so lama descomposición 
del vector € según la base (a, b). EA hecho do que los nümo- 
ros æ e y son las coordonadas del vector en la baso f, 2) 
so donota dol modo sigujento: 2 = (z; y). 

Ejemplo 1. Domostrar que In descomposición do wn 
vector según una baso (n, É) es única. 

O Son © = af -+ у una descomposición, diforeute 
do (2.28), dol vector c según la base (a, Û) 


dobido a la no colinealidad delos vectores a y p tenemos 
(убаво oł ejemplo 4, § 3 de esto capítulo) т = a, y = y’. 
Resulla nna contradicción. 


ноп 


Ejemplo 2 (criterio del carácter coplanar). Scan a, b, с 
iros veclores de un espacio unidos mediante la rela 
(2.28), donde z, y son números reales, Demostrar que 
Lores o b, c son. coplanar s. 

С) Si los vectores a. y Ù son colinontos, es dec 


Jelos a una recta Ё, los vectores та, уб, y también el vector 


los vi 


para- 
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Fy киа ole oa в yb, son paralelos a esta recta, Por tanto, 


los vectores a, Û y c son paralelos a cualquier plano que 
contenga la rel 


Si los vectaros 2 y Û no хон colinvales, los marquemos 


partiendo de cierto punto O (fig. 2.10 DA b = OD. 
Dosiguomos el plano (041) mediante f. En la vecta 


(OA) tomemos el punto D así que 00 = = aA. ; Dracemus, 


partiendo del punto D, ol sogmonto DC = yOR quo sea 
paralelo al plano @ siendo paralelo a la recta (О). Su 
enel plano Фу, por e e, el fin C 


[77207 

ш 

O «- OTI se enenentran en ol plano P, significando 
А 


y eb fin segmento dirigido E 


- yb, veprosentado por OC, o sea, el 


vector e, 


РАЛЫ al plano P y, por lo Lanto, es copla- 
uav con los vecloros йу 


Ejemplo 3. Los vector b y cono son coplanares. 
Demostrar quo 
aa pOr 0, (2,2%) 


O 51 por lo menos uno de los números en Ta igualdad 
sa de yb dae = 0; por ejomplo z, no es igual a cero, 
va | 


esta igualdad es equivalonto a ln igualdad c 


49D, dondo a -yla. Según el criterio 


el ejomplo 2), el vector c es 


coplanar con los vectores d y 0, o soa, resulta unn contra- 
dicción. Por consiguiente, £= y =z Invo 


mento: sb zm y = z = 0, la igualdad za - yb + 2c 
obvia, B8 


iemplo 4. Los vectores a, U y c no son coplanares. 
Domostrae que Jn. igualdad 


) es 


my nb- үе n moa A ng | so (2.30) 


es equivalento al sistema de igualdades 


ha. (2.31) 
O Vara demostrarlo hasta escribir (2.30) en forma do 


(m, — ma) a (a — ug b 4 (К, — ka) 6 em у milizar 
cl resultado del ejomplo 3. M 


mma. omn Күш 


b 
son colinealos, los vectores a, D y c (c es vector arbitrario) 
son coplanares, 

a Si los vectores d y T son colineales, los tres vectores 
a, D y € son paralolos a una misma recta y, más aún, n um 


Ejemplo 5. Demostrar quo si Jos vectores a EX 


plano que contiene esta recta. Si los vectores п y c no son 
colinoales, forman baso en cierto plano #. Los vectoros 


^h som colincalos, por eso existe un número К 


lal que b <= ka == ka 4 0e. Sogn ol ¢ rilorio dol. envíe Lor 


coplanar (véaso el ejemplo 2), los vectores a Df y € son 
coplanaros (paralolos al plano $). Ш 

Ejemplo 6. Domostrar qno si los vectores й, D, c no 
son coplanares, entonces: n) ninguno do ellos es nulo: 


b) los vectores a y Û no son colincnlos. 


б, tendría lugar In 


A a) St, por ejemplo, 
igualdad 12-1-0. 4-0.= Û, lo quo contradico a (2.29). 


b) Si los voctoros a y Û fueran colinonles y а 520, 


áctor no coplanar de los vectoros a, b, € contradiría 
ol rosultado dol ejemplo 5. Si а = 0, tendría lugar una 
contradicción a la parte demostrada n) de la afirmación 
do esto ejemplo. А 

Ejemplo 7. Eu la pirámide hexagonal truncada regular 
ABMCDEFA,B,C,D EF, (véase lig. 2.7) los puntos O 
y 0, son los centros do las basos ABCDEP y ABCD EP, 


El 

rospvclivamonto, Doscomponer: a) el vector AD según la 
Rc CE pan с» к 

base (AB, AF}; h) el vector ОО, según la baso (EZ, BB}. 


ШЕ 


2484 AP) e 24B 4-2AT. 


Au) ÀD 24 
50 


medios de los 


b) Los puntos O y 0, son Tos pint 
o el ejemplo 5 


segmentos EL y ЛК, Por eso {у 
del $ 2 do esto capítulo), 200, = EE, -b BA, ex decir, 
00, = (U2) ЕВ, + (U2) HI. А 

Ejemplo 8. En el paralelograma ABCD 4 = AR, 
T s AD ens 4б, ЕЁ ек ol punto medio de [СЮ], Descom- 
1 пЕ 


por tres modos en forma de 


entar ol 


ponor ol gún la baso fa, c). Ropre 


veckor BE 


BE = xa yh тс. О 


+ Por 


A Tonomos BE» BC CE bid a, с= 


ow BE (Mjacs mh tape. De oste modo, el 


voetor BE ya c 
Torma (2:32): FE = (— 1/2) 
О-В 1-с. SI 1 оя ип пйшого arbitrario, enton- 
vos L2 4-2) s0. Por tanto, BE BE 4-0 (—1/2) a. 
яа о) х= (— 1/2) & 4 (E40) Pte. Cuando 
L0, obtenemos Ja primera represen tación, cuando 1 
la segunda. Unciondo test, obtenemos Ја Lorcora 
sentación: ME (12) as + 2b—c. A 


Soan Gy ay iss UNOS vectores, ац, аз... 


miado por dus modos en Ja 


E 1Û 4-00, BE-- (—3/2) à 4- 


á repre 


números renles, Vl vector edi $ eda s. 
denomina. combinación lincal de los vectores v 

аһ. (con los coeficientes dy, Ga. o 
), la combina donomin 
contrario, no trivial. La represontación 


del vector a en. forma de nna combinación lineal de dos 
vectoi se alenomina descomposición del 


vector û según los vectores iy, y, sss das Como se des- 


r E oec i 


un 


prende del resultado del ejemplo 8, la descomposición 
del cuarto veclor según tres veclores coplanaros no es 
único en вахо común. En el ejemplo 2 so muestra que 
ninguno de Jos bros vectores no coplanar puedo descom- 


ponerse según otros dos. Los vectores а, ЖЕЕ 5-6 РА so 
denominan linealmente independientes si 


A олан = «> qm mss 
Los resultados del ejemplo 3 del $ 3 y del ejemplo 3 do 


esto párrafo permiten deducir que Jos vectores no coli- 
noales a y à son linealmente independientes, los vectores 
no coplanares й, Ù, y c son también Hinealmento indopen- 


dientes. Los vectores пу, Ag, + + +, п 80 Haman linealmente 
dependientes si uo son linealmento independientes, es 
decir, exislon números &y, Ag...) © talos que 


yd, l= taa +. opa, =0, 
ed ol... +04 > 0. (2.34) 
Ejemplo 9. Demostrar que: a) dos vectores т y Ù son 
lineahmonto dopondiontes si, y sólo si, son collnentes; 


b) tres veclores a, Dy y ¢ son Ыман, dependientes 
si, y sólo si, son coplanares. 
C] Basta comprobar quo los vectores colinealos (co- 


plantos) son linealmente dependientes. n) Sen FEES 
Si а = Û, entonces 1-0 4- 0:5 = Û y do la colinentidad 
do Ü y D so desprendo la depondoncía lineal do Û y Ù. 
Si 040 y Ё son colinenles, entoncos, según ol crilorio 
do Ја colinealidad, existe un númoto k Lal que Ù = a, 
LÈ - (h) d = Û, 4 4 (—Ю)#:> 0 y la depon- 
dencia lineal do à y Ë es evidente. . 


es deci 


h) Sean coplanares los vontoros а, Ё y c. Si los vectores 


a y b sou colinenles, entonces, en virtud de lo demostrado, 


aa + po a unos œ y f tales que a? 4- [f > 0. 


“ 


Û, con tal que g? A- 


Pero, entonces aa -|- f - бс = 


[P 402 0, es docir, m, b y 
dientes. Sea, ahora, que los ver 
son tales que a y б no son colincales. Entouces [véase la 
fórmula (2.28)1 para unos æ e y se cumplo la igualdad 
(—e | a 0 eon tal que ( 0? | 2? р. у 
>0, o sen, а, b y € son lineal- 
mente dependientes, ЖШ 

Llámase base en un espacio n 
una dei orilanada de vectores 
mo coplanares. La baso formada 


n Tim 


Imente dopen- 


lanares m, hy € 


ores en 


por los vectores d, D, ус se 
denota (2, M ib 

Ejemplo 10 (descomposic 
según una hase en wn espacio), 


Pig. 247 Son (a, D, c) ина bus 
vector arbitrario de ип 


Demostrar que el vector d puede descompone 


además, de wn solo modo, según los vectores d, 


C) Morquomos Jos volores û, уй Í Lien ie 


2-04, ъ= 0h, p 06, de Ob. los vec- 


un punto 


loros v. y 
Mo 


se el ejemplo 6). 


р 
ianto f designemos el plana (0471). l'or ol punto D 
tracomos la rocka Û paralelamonto a (OC) (el vector = 


no son colinenles (vés 


бб Ù (véase ol ojomplo 0) y por eso OC y la 


recla 1 se determina unívoca . El vector ¢ = OC 
no es parnlolo al plano P, por à Î so interseca 
con el plano P en un punto Æ (fig. 2.17). Los vectores 
olinen- 


rio du. 


\ sen colincales. Según 


| ss 

idad, existe un número real z tal que ZD = 206 = 
ps үс 

dirigidos OE, ОА y ОЁ son copla 

С 


guiente, el vector 


Los segment are 


los c 


con tal que (a а base en ol plano $ q 


ОЁ se descompone se 


tiene. Por com 


02 


la base (a, 0): О, 
ч 

d = OD = ОЕ 
se demuestra la unici 


E = xa - yb. En definitiva, tenemos 


En el ejemplo 4 


2 


lad de la Asie n del vector d 


sogún ln baso (a, 5, 2); si, además, d = a^a 4- y D + zc 


del carácter no coplanar de los vectores a, D y € se deduco 
(uo т=т, у= р, 2 = 2. M 


Los cooficiontes de la descomposición del vector d 


según la base (3, D, €) se Haman coordenadas del vector d 
en la base (д, b, c). Lo que los números т, y, z son соогйе- 


undas del vector d en nna baso se donota así: da 


= (r y; 2) 
Adluzemmos las propiedades de la 


coordenadas de un 
(ri y3 2) y es 
s, A um número real, 


veelor, Soan: una base, 
= (r, y, n), veelores arbitrar 
Entonces 


1. d= e> ae 
vectores son iguales si, y sólo si, son igual 
homónimas. 


2. dem (nem yy, 242), es decir, las 
coordenadas de la 's son iguales а las 
sumas de las respectivas coordenadas de estos vectores. 


39. ХА == (Ал Ау; Аа), ов decir, multiplicado un vector 
por un número, sus coordenadas se multiplican por este 
número, 

O La propiedad 4^ ostá demostrada en el ejemplo 4. 
Las propiedades 2% y 3% son casos pneticulnros do la 
siguiente propiedad Wo la linealidad de coordenadas: 


A у= у, nomm, сз docir, dos 
us coordenadas 


para cualesquiera. números ce y В ad 4- Be = (ax + Bz’: 
ay бу аз + Ре). : 

фи ofocto, ad --Be = ® (ra 4- yh zc) + Mae yo -+ 
pao) = (ert pa) a-p (aya fu!) da (e+p) E = (ол + 
"fas ay 4 by; oz D). й 


Las coordenadas de los vectores on el plano poseen Jas 


propiedades análogas. Si (1, б) es hase on el plano P, 
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de 
al pl 


тус (e 
E 


Y) son vecti 
números renle: 


V. dme r=, усу 


2°. ad- fe: 
Ejemplo 11. 


ar- pei oy hy). 

ada la prisma triangular ABCA HC, 

(véase fig, 2.6). Descomponer el vector AA, según la base 

ë, бї, пй). 
A "Tenemos ЛА 


AB A BÀ, EB, ПОА. GB, 
=: CA AC. Sumando ostas Andes obtenemos ЛА, 4 
i BB (ADA BC 4. САУА BÀ A Gl, J- AC, Va 
wo AR- ВС СА (ol. cielo ARCA) y ААЙ = 
= CÛ, se tiono АЛ, (1/3) AC, (1/3) CP, + (1/9) Лү. А 
Ejemplo 12. En el totraedro ABCD, los puntos k 
y L sou los puntos medios de las aristas [AC] y 1707 


respectivamente, O, el punto de la intersecci 
molana de la cara ACD (e. 2. Eug , Descompone 


vector 20 войи la baso (л, nc, ny b) el vector XL 
sogún cada una de las bases (4C, A, AD}, (80, 0D, AC) 
y (DA, Вб, #0). 
خت‎ e k c 
A а) Sumando las igualdades ЛОС ОА = HA, HO l- 
ت چ‎ а ج‎ ш 
OC = HC, ВО 4- OD = HD obtenemos 200 | 
E a аы Ie EN 
+ (04 + OC -- OD) = BA + BC - HD. Utilizando ol 


resultado dol ejemplo 3 del $ 2 de osto capítulo, escribi- 

mos ОЛ + 00 + ob. = Û, es decir, HO = 3) BA | 

+ (1/3) BC 4- (1/3) BD. 
J) En esto coso, AZ o 


el vector de la 
irlóngulo ADH. Por eso AT — (2) (4D. 4 AT). Par 
onte, KL == aL Ak MU (л) t. Am. 

— (112) AC = —(1/2) AC 4- (1/2) ATI 1 (1/2) AD. Men- 


o 


па def 


consiga 


cionomos otro procedimiento más de la descomposición 


de KL según la haso (AC, AB, AD). Basándonos on la 
fórmula de la línea modia do wn cundrilátoro espacial 
(vónso el ojomplo 5 dol $ 2 de oste capítulo), tonomos 


КЇ, = ШЕ (AD + 6B) y y puesto que CÎ = AB j — A6, 
p^ 

so deno KL: —(/2) AC + (2) AÑ + (1/2) AD. BI 

vector KL оз ol vector do la mediana dol triángulo KDB. 


Fig. 248 Fig. 2.40 


Luego, KÈ = (1/2) (KD. + KB). Según la propiedad dol 
punto de intersccción de las medianos Kû = (1/2) 0D, 
KD = (3/2) OD. Por lo tanto К KÈ = qm (KD 4. К) = 
(112) (8/2) 00 ++ (KO 4- 03) = (1/2) (20D 4- 07) = 
= —(1/2) HÛ 4. OD 4. 0- AC. En fin, como lo señalamos 
anteriormente, KZ = (1/2) (D 4 CP) = —(1/2) DÀ — 


— (1/2) BC + 0-BÓ. А 
Ejemplo 13. En una pirámide cuadrangular regular 
SABCD ol punto O os ol centro do la base ABCD. Descom- 


= eid ык: aura 
poner el vector SO según los vectores SA, 50, 5С, SD 
por varios procedimientos distintos. 


ia KP 
A "Tenemos SÓ = (1/2) (84 + SC), 50 = (1/2) x 
x(SB4-SD) (fig. 2.19). 


Sumando estas dos rescomposiciones dislinfns, obtene- 


— = جت ج‎ zh 
mos la tercera: SO = (1/4) (SA--SB-- SC--SD). A 


[xr] 


Ejemplo 14. Mostrar varias «escompasicionos del vec- 
tor KL (véase el ejemplo 12) según los vectores OB, 
DB, Ch, Ab. 

A Puesto que КТ = (2) AD-4-(1/2) CB, ADS AB— 
— DB, se tiem FÎ = (1/2) (AB — DB 4- CB) = 0-08 — 
—(4/2) DB. | (12) G5) (178) Л. Luego tenemos KT, 
(1/2) OB 4 OD (véase el ejemplo 12). Como OD — 
= ob Fh 
=2 0B—0h4.0-C84-0:AB. Si ahora utilizamos la 


DR. obtenemos la segunda descomposición: 


igualdad ОЛ (1/3) DI | Q2) ER (4/2) 0-0 oh- 
en el ejemplo 42, para cualquier ГЄ obtenemos: 
К< (3/2) OF л (— 00 i03) DIA (13) 204-73) A — 
— DB (9/2 — DOR 4- (1/2) 1) DB 4- (1/3) ICH 4- 
^E (4/3) LAB. Cuando t= (0/2) (L= 0), obtenemos In pri- 
mera (segunda) descomposición. A 


Ejemplo 15*. En ol lado [AB] del paralelognmo ABCD se 
encuonten un punto K, on la continuacion del Jade [CD] (ros ol 
punto D во halla un puto д. рав rectas (KD) y (DL) so inlorseean 
cu ol pinto №, y las rectas (LA) y (CK), са el punto Af, Demostrar 
«no ol sogmento [ANI cs paralelo al lado [AD]. 


A Dosignomns 7 = AD, û = AD (fig. 2.20). Los vectores A 
y AB y Û топ colincales, por oso existo un número A € 10, 1], 


ni 


sloterminado por la posición del punto K € [A2], tal quo AK = 
E er. 
s ЛАВ = Ab. Análogamente, en virind do colinoalidad de los 
vectores EZ y CD, oxisto un número jt > 1, prodotorminado por la 
DUET 


y ÉS 

posición del punto 2 € (CD), tol quo CL = НСБ =-—y%, El 

punto N so halla on Ja recta (KD). Por озо (убазо ol ojormplo fi dol 

Ka donate (аро), ох (por alata Чексе Му Uh Mint) x. 
EN rad us ө 

tal que AN = (1 — 1) AX -H TAD = (& — A1) Û + 4d. EL punto 

N se encuentra también en In recta (PZ). Por tanto, existe (lambién 


puta psi 
desconocido) na número E tal quo AN — (I — £) AB -H BAD = 
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= 0 pT пб) = 80 Tun $. So han obto- 


nido dos descomposiciones del vector AN según la baso (б, d]. Do 
la wnicidad de la descomposición do un vector según пал base, 
ohtnomos A — Ат = 1 — озо, т Por consiguiente, 


= (1 Қы — My AN = A (t~ 1) Û И А ди 
Зу Polonie dd os Aang tos ойо, hallamos al victor 


Pig. 2.20 
— v -— 
АМ, Puesto quo € (AL), oxisto wn. punto 1 tal quo AA = 
-> „рр 
= AT = t (AR Е ЙС CD) = (Em aU 10). Tono- 
mos M (КС) y por eso Tir = (= 0 AK + oic = (1 — 
— 0) X8 + 0 (5 4-7) = (А40 — 20) Û 4-04 para wn 0 € Л. Com- 
pa 
parando dos descomposiciones obtonidas dol vector AM sogún la 


мю (0, d), MNogomos al sistoma do ecuaciones ZUR tu = Ae 
+0 — А0, —£ = 0, dol cual hallamos ¢ = —0 = (y — A). Do 


esto modo, AM = —( (1 — p) È + Nt —3, MN = AN — 


— АМ = (и — А), es docir, MN N, Por consiguiente, 
(AN) (AD). А 


Ejemplo 16. En las diagonales 148,1 y [CA] do las 
caras laterales de un prisma triangular ABCA,B,C, so 
sitúan, respectivamente, puntos Æ y P do modo que 
(ЕР) i (BC). Hallar ln razón | EF |: | BC, 1 


Ed 
A Los vectores a = СА, Û = CB, ¢ = CC, по son 
coplamares, Doscompongamos todos los vectores sogún 


la Wise (s ?, 3. Tenomos s AÑ = = 46 + ch s B, = 
= — 4 KI РА сл, УР йё, = 

= He + CÓ, = —Ё 45. Puesto que los ventores A 
y An, son colineales, existe un número (desconocido) p tal 


se 07 


s 
que AE 


AR, = p (=u 

existe un v tal que CF 

condición (EF) (BC). La 
p 

quo E 


ù - û. De modo análogo 
SCA, = v (a 1-2). Según la 

o un nümero A tal 
= Ай, = Û +). Consideremos el. ciclo 
С (fig. 2.21). Según la vegla dol ciclo, Û = CA -l- 
FC = a 4 uoi А HE CHE 

n v)a (а АЫ d 

Ч.А — v)e Los qup a, D, c no son coplanares. 


Por eso [v (2.29) —=p—vw=0, i —A 0, 
por d—w Jiste sistema Моле solución nic 
=i 2/3. l'or consiguiente, | EF | : | BC, |= 


Yl análisis do la solución dada muestra quo para rosolvor ol 
blema con el método vectorial, ol dibujo es достан anlamonta 
si queromos aclarar Lodo ol conjunto do los dalos del problomn y 
tanibién como un Instmwnonta «uo ayuda n formular ei problotun 
ан el Топкияјо del álgebra vectorial, Ailomás, si innomos unas con- 
diciones del problema. yo traducidas del lenguajo geométrico nl 
analilico;sin utilizar ol dibujo, no es necesario quo oslas condiciones 
soan ropresentudas do manora goomótrica ideal en ol dibujo. Así 
on la fig. 2.24 los roctas (EP) y (0С) по son paralolns. Eso no in- 


ftuyo on la solución, puesto que la colincalidad do los vectores E, 


y BC, ya está oxprosada corroctamonto del modo analítico, Despué 
do hallar la solución dol probloma os fácil constenir un dibujo c 
rrecto, ya que nn ol procoso de resolver ol prabloma obtonomos tanto 
ol valor de la razón | Ef | : | BC, | como la situación de los puutos 


F y E on los sogmontos corrospondiontes: | CF | = (2/3) | СА], 
LAE | = (4/9) | АВ, 1. 


Ejemplo 17. Puntos M, N, Q so silúan, respocliv: 
mente, las aristas 143], ICD], IBC] de un tetraedro 
ABCD. El plano (MNQ) y la roca (4D) so intersecan en 
ol punto P. Se sabo que [DN | = ICN |, | AM | 

/ |, [CQ 1: 1CB | = п. Hallar Ja razón | DP 
ГА 


| ЗА 
:1DA М к 
A Escojamos Ја base (2, b, d): a = СА, b= СЙ, 
d ¬ OD (fig. 2.22). Doscompongamos los vectores 
bs ا‎ NN 
la baso. "Tenemos CN = (1/2) 0, NO = NC | CQ = 
уен е = MS: 
= (1/2) û + nb, AC = —a, МО = MBA BQ = 
e (12) AB -+ (1 — n) BÓ = (1/2) (6 — @) — И — n) x 
08 


x Û = —(1/2) 4 + (n — 1/2)Ё. Ya quo el punto P se 

encuentra en Ja recta (AD), existe un A tal que DP = 
Ш МОЕ ی‎ ы 

= ADA =A (а —@, РА = DA — DP = d — A) x 

x @—@. Bl punto P so sitúa también on ol plano 

(MNO); por consiguiente, los voctores NP, NO, MO son 

coplanares. Los vectores MQ y MO no son colinenlos y 


Fig. 2,22 Pig. 2.23 


TT baso on el plano (MNQ). El veetor. ÑP so descom- 
pono M esta Mase toniondo coeficientes desconocidos 


ку ум: NP = 90 4 viO = и (0/2 d Ч n) +4- 

у qms Я o — 1/2) D) = (298 4: (a te- )— 
— w2) È — (002) d. Ahora podemos usar la "еіп, del 
ci o. Dol i iclo CNPAC tenemos 0= TN + Np ا‎ 
4 PÀ 1 AC = (М2) 1 — (2) а a Qu A p) — 2x 
х0 042924 01—00 0-04 T. Los veoto- 


ves a, б, d no son coplanares. Por consiguionte —\2 
EH үе = 0, n (qu v) — v2 = 0, 1/2 — p2 - 

Ú Do este modo, у = —2À, p = v/(2n) — 
a- v б Жа 1/2 =- A + Men) — A & = 0, ов 
п. Dofinitivamonto obtenemos | DP |: DA| = 


‚А 

18. En las aristas [SA] y 158) de un Lotracdro 
stán escogidos, respectivamente, los puntos A, 
y Bro modo que | $4, 1: 154 | =n, 1S8, 1: 1S8 |= 
- Los puntos M y N se encuentran en los segmentos 
[A y |CH,l, corresponlientemento, con tal que 
[CN |: | CH, I p y el propio segmento IMN] os para- 
lelo al plano (ASC). lallar la razón | BA |:| BA, |. 
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A Los vectores a = AS, 7 = AC (fig. 2.23) 
Ge т -H msh = 

m) CS mibe d (mí 
— û = (1 — ma иб e соп (25У. 
Por eso EN = PER, =p (Um) a A pmb — pc. VI 
tor NM es paralelo al plano (450) у, por lo tanto 
descompone según la base fa, c) en este plano: NAT = 


formau base. n osta bas 
= тё + (1 — 


ЖҮЗ (linea, falta_detorminar los nümeros y y 2). 
a DA= Da a Za, = б (0 л). 
Los vectores ATH y BÀ, están dirigidos con arian 


le, por esto existe um número а < O tal quo ATH 
E 
= «ЙА, m — ab | a (1 — n) d. En Tin, ША 


Mmplcomos iu regla del ciclo CNABC: Ù $ 

+ ҮЙ 4- Ain + BG p — mp pb mepe +} 

d ga d-a6— zb н) 4 E Reduciondo 

términos semejantes, “obtenemos (p (1 — m) + y - 
a(i — nya (om а 1b 4- (p 424 1) e 

=Ù que es equivalente al sistema de o raciones p(t — m) 


gx = н) = 0, pm —2—1 == 0, р 4 
0. De Ja segunda igualdad hallamos а= jm — 1. Por 
siguiente, 18M |: | BA, | = | | m E pm — 1 | 
1 — pn. A 
plo 19 (co 


Sen (01, с, Ca} una base en un espa 


ûn de colincalidad de vectores). 


+ Hallar bajo qué 


condición nec 


saria y suficiente los vento 
-H аб, - asta у D к= bat, A- yes -A bt 

A Dos vectores a y Û son c ойна а y sólo si (vónse 
el ejemplo 9), son lineal monte Карони оя о si 

en números A y |. que no son iguales a cero simultá- 
neamento y tales que Aa -| 
de Hincalidad de coordenad: 
al enm de relaciones Aa, 
— 0, Aa, з} иб, = 0 signifi 


- Û = ЇЇ. Según la propiedad 

, esta igualdad es eguivalente 
Fus c 0, Aay -| by = 
ado que fus coordenadas 


homónimas de los vectores a y Û son proporcionales. En 
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d del Jemm de tros determinantes (убаво (2,12) y 
13)], el sistema sugerido do rolaciones Lieno lugar si, 
y sólo si, 


а, ty 
[ЖЛ 


Ay а, ва, 


by b 


.A (235) 


ba de 


Ejemplo 20 (condición del carácter coplanár de vecto- 
res). Son 


drio los vootoros û = (ы tys а), В и (б: bgp bihi © = 
с.) son coplanares si, y sólo si, 


\, Es, б} una baso on un espacio. Demostrar 


а а a 
b. by b| =0. 
€x Cy Cz 


аке А ERR bye, 4- 


A Los voclores а 
a А Des, € = Cay -l сусу le суб хон coplannros 
si, y sólo si (убаѕо el ejemplo 9), son linealmente depen- 
dientes, es decir, oxisten los nüimeros z, y, 2 «quo no son 


iguales à cero simultáneamente y talos que aa «+ yÙ + 
l a =Ù, о sen, 


(ge А. Day A- es) & + (ay de буу 4- су) a + 


-k (aya + bay e e,2) 6s = б. 


Puesto que (e Ca ^ es In base (т; y; z) es solución 


no trivial del sistema do ccnaciones 
аш de dy A- cat = 0, ауз de буу A сул = б, 
ал day + сл = 0, (2.37) 
Según el teorema de la solución no trivial do wn siste- 
ma homogéneo do ocuaciones (véase ol tcoroma 2 del $ 4 


este capítulo) el sistema (2.37) tiono solnción no trivial 
y sólo si, se comple la igualdad (2.36). А 


т 


$ 6. Sistema de coordenadas. Coordenadas de un punto 
en wn sistema de coordenadas. Fórmulas del paso 
de un sistema de coordenadas а otro 


7 


Si on un espacio están fijados un polo O y uma 
dado un sistema 


u Ca Ca) se dico que on ot espacio os 


(cartesiano) de coordenadas (O, еу, съ, еу}. El punto O se 
denomina origen de coordenadas, las rectas que pasan por 
el origen de coordenadas y som paralelas а los vectores 
©, Cy Es, respectivamente, se denominan ejes de coorde- 

nadas y so donolan Oz (ojo do nbsci- 
sas), Oy (eje de ordonadas), Oz (ojo 
de z — coordenadas). El plano do- 
terminado por los ejes de coordona- 
das Oz y Oy se Паша plano de coor- 
падах Оху, Do modo análogo 
so determinan los planos de coor- 
donadas Oya y Ora (fig. 2.24). Si M1 
es un punto arbitrario dol ospa- 
cio so llaman sus coordenadas 


Vig, 22% 


(as ys 2) en un sistema de coordenadas (O, б, Ca, Ca) а los 


" "m i Ў, 
rocficientes de la Hescomposición | del vadio vector OM 


dol punto A? según la base (4 Ca б}: ОМ = 20, 4 
«E ye; -l 223. Si está claro de qué sistoma de coordenadas 
se kala, se dico simplemente sobro las coordenadas dol 
punto Af. El hecho do que el punto M tenga coordouadas 
eig 2) во oscribo así: ЛУ (т; y; 2). Puesto quo todo vector 


O1 puede descomponerso según la baso (ei, Ca, ea), todo 
punto M tiene coordenadas en el sistoma dado do cor 


donadas (O, Cj, с, ба). En virtud do la 1^ propied 
las coordenadas do mi vector, el punto AM. se. predot 
na completamente por sus coordenadas: dos puntos 
M (ж yi 2) y М, (ж; gni z) colueidon si, y sólo si, se 
cumplen las igualdades z = z, y = yp z= z Si los 
puntos А (zy Yi 21) y B = (Ei Yai Za) se dan por sus 
coordenadas eu el sistema do coordenadas (0, j, £s, €; 
la base {д ¢ o 


OB = (ta) Va: 23). Sogún la propiedad de 


= (ti Mi а), 
nealidad do 


entonces e 


‚ с) tenemos 
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las coordenadas de «n vector, AR = OB ОЛ = 
cgi Yahi ы — m), es docir, en la base 


(£i, 24, 9), las coordenadas del vector AD se determinan 
como las diferencias de las coordenadas correspondientes del 
fin В y el origen A de este vector en el sistema de coordenadas 


10, 6. г & donde O es un punto arbitrario del espacio, 
Ejemplo f. En las condiciones del ejemplo 12 del $ 5 
do este capítulo hallar: a) las coordenadas dol punto O 


ed 
on ol sistoma: de coordenadas p BA, BC, BD); b) las 
coordenadas del punto ZL en ol sistoma do coordonadas 


(4, BO, OD, AC). КИ 

A а) Puesto quo BO = (1/3) BA + (3) DC -+ 
E 0/3) JD, se tiene O (1/3; 1/3; 1/3). 

fal BRE TES 

b) Tonomos: AK = (1/2) AC, KD = (12) 0D, DL = 
(12) Bb = —(1/2) (00 + OD). Por consignionto, 
AL- AK + Ro + Di DL = (1/2) AC 4. (8/2) 0D_— 
— (1/2) BÓ — (12) OD = —(1/2) BO 4- 0D 4- (1/2) AC, 
L (4/2); 1; 1/2). А 
Ejemplo 2. Dado wn prisma triangular ДОСЛ, В,С, 
Hallar Ins coordenadas del punto 4, on el sistema de coor- 
donadas (Pr, Ж, CB By. 

^ TTenomos MÁ, = = DRA A, = A, + BÀ, En 
ol ojemplo 14 dol $ 5 de СЯ capítulo está demostrado quo 
JA = wa AC, 4- (1/3) CB, 4- (4/3) WA, Yor consi 
guiente, Hy, = (4/3) AC, — (1/9) CB, — (1/9) BA, + 
4 Fas m fe = ge CD, + (2/3) BA, y, luogo, 

2/3) 


A, ( 


jt dedans (Г 
es dol paralologramo ADC 
0; 2), С (2; 3; 0). Hallar las coordo- 


A (0; 1; ; 
madas del punto D. 
A Soa D (epi Ypi 21). Ya que on Ја baso (ej, Ca, Ca} 
BC = (1; 3; —2), AD = (ть; yp — 1; 2p -1-4) y los vec- 
lores. BC y AD de los Jados opuestos del paralelogramo 
son iguales, se tiene 1 = tp, 3 = ур — 1 
Doaquízp = 1, yp = 4, 2p = —3. А 


—2 == 29 
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Ejemplo 4. En un 


45) roman d (1; 0; 
M Ve 


sistoma do coordenadas (0; сү, су, 


3), В 3442, 000,11), D = 
ficar si los puntos A, B, C, D 


en- 


tores AR y 
gidos mientras 
que los vectores BC y AD no son colineales. 

A Еп la lse (6j va cay АВ = (—4; 4; 4), Аб = 
= (13135), AD = (1; —4; 3). Los puntos A, D, C, D 
so hallan en un plano si, y sólo si, los vectores 472, AC, 


sor coplamares. Según la condición dol caráct 
ys suficionto comprobar que el determinante A= 

—4 4 4 

—1 4 5| Icompároso con (2.36) es igual n coro. 

teta 

Tenemos 


15 4 -i " —1 1 

0% wsp!*| 4 
= (—4)8—4(—8)4- 4.050. 

Por lo tanto, los ro A, В, C, aD se sitúan en un 


plano. Luego, CD = 2), АЙ = (4; 454), So- 
gún do. propiedad del Aliada o cancion Ed 


vector, AM = 20D, os d ЛЛ бр y ABAL CD 
(la a ley de la multiplicación de wn vector por im 


BC = (3; DAD m y 15 8). 
я 5 HESS EAE 


pond con Га coalición ШЕШ] id de los 
(vénso ol ejemplo 19 del $ 5 de esto capítulo) los 
S 


vectores HC y AD по son colinoales, A 
Ejemplo 5, En un sistema de coordenadus (0, б, Ca 


Ca} se tiono A (ваз Yai Za), Beni ym Зи), C Gn 
ze). Haltar las coordenadas del punto ilo intersec 
las medianas del triángulo AIC. 


ASÎ Kw el punto medio del LIC, нне 

Yu ү 5 
= (112) (AB 4- AC) = (112) (04 + ÖD) 4 (04 4- 
14 


A= (4) 


número), Por fin 


Ya que 


vi cor 
vector 


4: 06) = ОА 4- (4/2) (OB -- OC). Si N (en; ум; 2) 
es el punto do interseceión de las medianas del ДАВОС, 
so tiene AÑ = (2/3) AX = —(2/3) 24 + (0/3) [7 + 
+ 00), ON = ОА + AN = (113) (OA + ОЙ -- ОС), Sus- 
lituyondo on osta igualdad las descomposiciones do los 
radio vecloras s Ov, бл, 0h, б según la baso (б, в, 2). 
obtenemos zy, + ууз A 2ê = (1/3) (кл EE 
+ (кет + уле ant) d (act + Vota + 
= (1/3) (кд Lun + 20) + (1/3) (a -kyot 
1 Ye) су = (1/8) (24 A- 2p 4:26) ёз. En virtud de la 
unicidad do la descomposición según Ја base, tonemos: 
жк = MBA e En d же), ум = (VA 4- Un ck go 
= (1/3) (ea A 2n 4 20), (2.38) 


es decir, las coordenadas del punto de intersección de las 
medianas (centro de gravedad) de un triángulo son medias 
arilmólicas de las correspondientes coordenadas de sus vér- 
tices. 

Son quo en un espacio está fijado un sistema do coor- 


donndas (O, б, Ca, бу} que so donominará aviojo». Sen 
también quo con ayuda do esto sistoma tviojo» do соо 


nadas está dudo otro sistema do coordenadas (O', P н. 
que so donominará «nuovo», оз decir, tenemos dadas las 
descomposiciones 

Cie aa a, 01m lalih agga лез» 05m tad- 


-H tasta d ast (2.39) 


«nuova» según lu baso eviojm y 
y) del punto O” (origen del 
з) en el sistema aviojo» de 


do los vectores do la ba: 
dadas Jas coordenadas (a 
sistema «nuevo» de coordon 
coordenadas: 


OO = we, -t foa Y (2.40) 


Consideremos wn. punto arbitrario 4 que tiene coonlena- 
das (э; y; 2) en el ѕівіоша «viejo» de coordenadas y las 
(x; уу 2) en el sistema «nuevo» de coordenadas: 


15 


OM = а paz. (2.41) 


Las fórmulas que expresan ordenadas «viejas» (e: у; 
2) del punto Al por medio de las coordenadas «nuevas 
y; 7) de esto punto se Jlaman fórmulas del paso de un 
sistema «viejo» de coordenadas a uno «nuevo». Deduzcamos 
las form 


gualdad evidente ОЙТ = OO’ -+ 0727 y dos- 
pués de sustilui ela, las rolncionos (2.39), (2.40), 
(2.41) tenomos 


ае A е M yes A 2^ (ас, F ас, + 


теу Jg 269 
lC)’ (itid ota d 5563) 1 2 (а,в tauta 1 02363) = 


х= (nu! ders de ay 4-0) е, 1 Qna A- all’ - 


alaaa") D) es A (s Ve ts | sg |-ү) б 
De este modo quedan ol 


vector OM según la baso (eC, ба). En. virtud do la mui 
vidad de la descomposición de un vector según una baso 
en un espacir, los correspondiontos covliciontes do estas 
deseomposicioues dehon coinc 


dos descomposiciones del 


omo 


stas son Fórmulas buscadas del paso dol sisLepia «vio- 
jo» do coordemulas al «ппоуо», Notemos que en las 
fúrmulas (2.42) los cooficionles do lus 2^ son coordenadas 
se con (2.20)], 
entes do las y” (las 2”) son coordon dol vee- 


del vector ¢ en la base «vieja» leompán 
y loscoefi 


Vor E f) on la раво viejo. Los últimos sumandos d 
fórmulas. (2,42) del paso son coordenadas viejas» 
¡gon «novo» de coordenadas O°. 

La matriz 


LE 


an \ 


S a laa Чаа 


LN las 
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compnesla de los coeficientes de las z’, y”, з' eh las Tór- 

mulas (2.42) se denomina matriz del paso de un sistema 

«viejo» de coordenadas a uno «nuevo» o matriz del paso de 

una base «vieja» a una «писта». 
Asluzcamos las propiodados de la m 
19, dol S 0. 


O Los vectores сү, ex, es [убаво (2.29)] по son copla- 


naros. Según la condición del caráctor coplanar (véase ol 
ejemplo 20 del $ 5 de esto capítulo), el determinante 


del paso $. 


в Aya а 
A= |а azz Agy 
з 033 055 


os diferente de coro. Empero esto dotorminanto os dot ST, 
Ya quo dot $" = dot S ((% propiodad do Ios dolorminnn- 
Los), so епо dot S = А 40. Ш 

2", Si los vectores homónimos de bases «vieja». y «nueva» 
coinciden, S es la matriz unidad, del $ = 1. En osto саво 
ol paso del sistoma «viejo» do coorilonadas al «nuevo» se 
tlonomina traslación del origen de coordenadas. Las lórmu- 
Ins de este paso son: 


za фа y = 


В, зз. у. 

3%, La matriz del paso S' de la base «mera» а la «vieja 
es la matriz inversa de la matriz S: 

1 
"= 8, dot $' ш 1 
SP ecint log e 

C] Resolviendo según la rogla do Cramer el sistema do 

ecuaciones 


aya 


- ayy + aya = 


— 0. dui. | asa -H пг 


= Y — В, eut! -H gay bar = 2 y 


respecto a a^, J’, 2, obtonemos Ivénnso las fórmulas (2.23), 
(2.24), (2.25) y el teorema 1 del $ 4 do este capítulol: 


2 = dy (z — a) + Da (y — 0) + ba (o — y) 
= bat + bay + bnt + a, 
т 


y = ba (т a) + baa (у bu (a y) 
= bye d buy e Мы EV. (2.43) 
z Mia (r — a) de ба (у В) 1 баа ) — ү) = 
= Diao E bany + Ly, 
ba das ба 
donde 2 | Pi Des des | es la matriz inve la 
Ins Das Dag 
matriz S. 


inversa del /? 


Según la propiedad de matriz 
Puesto que la matriz Л se compone (por las columnas) ile 
los cocficientos de æ, y, z, tespectivamento, en las fórmu- 
las quo expresan las coordonadas «ппоуаѕо dol punto me- 
dianto sus coordenadas «viejas» [véase (2.43)], entoners 
n os la matriz del paso del sistema «muevo de cone 
donadas al «viejo» o, que es lo mismo, de la baso enuevan 
nda aviojn». Ш 

A". Sean fijados tros sistemas de coordenadas: 


() (0, в, a eah (И) (0, i се, 


(UD (0", & с 


u sean, respectivamente, 


fu dy аң "аша, 
Фа бз aa f, S, = | o n ig 
thia Фаз бал MEL LL 


= 


las matrices del paso del sistema de coordenadas (1) al sis- 
tema de coordenadas (1), del sistema de coordenadas (1) 
al sistema de coordenadas (IIT), del sistema de coordenadas 
(1) al sistema de coordenadas (W14). Entonces Sy = SS, 
del S, = del S dot 8). 
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C] En correspondencia con las fórmulas (2.39), (2.42), 
tenemos: 


бреет, a ая 
бана ац, Депа a ta, 


q аме ++ ауры ej = пме Балеа d ауу. 


i = пи Ges F азе E ае) de ад (ies F 


+ 2265 e Masa) H ia (Art 


Por (anto, 


aya Mayta) 77 (010) - 


FE Qiii le ауа) е, 4 


<F (eal asia за) ез (ааа l аза 1 13303) ел. 


De modo análogo obtenemos e; — (аи, 


"ass d 


аита) е, e (attis l- as, 1 азай) б (0436 


Vr Agata A олла) еу, (анаң de ала He алиа) в A 
+ (аа -- Fa | ама) Cg- (tiat, аза, 1 3308) ел. 


De esta manera, 


анаң aa des ugs e atis etis 
Sam [mtl itis аз; tat аата is 
vf aga аа, s ay e fts 
анак + o5, H аңа) 
аваз 3 Angli F tt, | = 


азау +. 5305, 5 азда, 
аң Ga la O Ay o 
ва аз aa | | js а 9. | — 58, det. S, det x 
їз Mo алу Aia аз a 


x dot 5,. Ш 
Ejemplo б. Bn un espacio está dado пп sistema de co- 


ordenadas (0, су, 05, су}. Los puntos A (1; 0; 0), F(0; 2; 0), 
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C (1, 2:0), D (0,0; 2) son los vértices del tetraedro 
ABCD, los pinos K y Г, son, correspondientemente, los 
puntos medios de las tas JACI y IDM. Hallar la ma- 


kriz del paso $, del sistema de coordenadas (4, 4%, AC, 


AD) al sistema de coordonadas (2, AC, KL, DB). Екен 
bir tas fórmulas del paso del primer sistema de coordena- 
dos al segundo. 


A En ol ejemplo 12 del $5 do oso capitulo halla- 


mos que AC —0- AB-- 1 AC 4-0 AD, KE, = 2) (AD + 
CB) = (2) AB— (1/2) AC + (42) AD, DB- A. ABA- 

E dps: DEA зы 
+ 04€ А, AB = 1-A 410-26 4-0. AD. 
«Qa pU)! e E emat 
— (/2) Оа 0, Оза | (1/2) —2 dO sm 


las Fórmulas alel paso ael sisloma de coordena- 


Por consiguiente, 


das (A, AB, AC, AD) al sistema de coordenadas 


ә а, о 42 1 
(8, AC, KL, DB), S, (: 1/2 :) es da matriz 


0 12—4 
del paso. 

Empleando la 4% propiedad de la тацба del paso, 
podemos hallar la matriz Sy de otro modo, A sahe 


por la definición do coordenadas de un punto QA е 


E 07 
OB = 2e, ОС е 4-26, 


44-22, AC ~ —20, 4-20, 


M UA Ze ды ш Lp p 
AD — —2,-Zey, de aquí û, — ABAC, e, AT— AGI, 


ODay ЯВ а 


та ABI2— AI 1-AD/2. Por consiguiente, la matriz 


EX omn cmk RC 
del paso de lu base (48, AC, AD) a In baso (ey ез, е) 
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ss igual a 


ike del че ыы "pde ras 

Ya que OK =} (0A-+-0C)=0, OL— (OB -+ 0D) = 
жт сй жь жы -> roue 
=e, ten KL OL—OK, so tiono AC = — 2e, 4- 26, 
pue E mt oL ORO у” 

KL-e, DB=0B—0D=20,--2e, De esto modo, In 


matriz del paso 5, do la baso (a, e, ej) n In base 
-= Lt > 
(AC, KL, CB) оз 


—20 0 
s>| 20 2] 
01—2 


Sogün la propiedad 4, 


1 
A VE 
20 2e 
rd о -h (7: i B 
Ж. Ж 
* 
ST toklari t 
zen me (-2) 24 (р) о emm (22) (23) 
A] 0040/04541 
1 1 
DE) 


ЕДЕД 


1 
пово 245 (72) 


Amots ЕД 


Llímaso sistema de coordenadas (O, ey, Ca) en un plano 
f a ım conjunto del polo О (an punto fijo O en el plano 
P) y la base (ej, Ca} en el plano ff (fig. 2,25). Se Haman 
coordenadas (+; y) de un punto 


у MEP en el sistema de coor- 
£ denadas 0, €, ea) los coui- 
, e 00 

cientes de la. descomposición 

ё, zx 1 "UT 
E del ralio vector OM. del pun- 

lo A según la huso (à, Ca}: 
Vig. 2.25 р RC 


L|: peg. El hecho de 
que (т; y) sean. coordonadas 
del punto M se escribe en In Forma Af (a; y). Si en el pla- 
no P están dadas dos sistemas do coordenadas: «viejo» 


(0, €, еъ) y enueyos (07, e, fa} con tal que el sistema 
«nuevo» de coordenadas se ex prosa con ayuda del «viejo» 
mediante fas relaciones 


: S Der ак, 
C tud efa Ca = afi ses 00' тав 


| fes. (2,44) 


entonces para um punto arbitrario MES la relación 
entro sus coordenadas (ту y) en el sistema «viejo» do cont- 
donadas y sus coordenadas (2% y!) en el sistóma «nuevo» 
de coordenadas so detormina mediante Jas. fórmulas del 
puso 


ze ty 


A) 


La malri 


u аң 
TE y composta (por las columnas) 
баа Maa Ы 


de los cooliciontes de 2^ o y! en las relaciones (2.45), se ilo- 
nomina matriz del paso del tema «viejo». de coordenadas 
(la base evicja») enel plano al sistema «nuevo» de coordenadas 
(la buse «писгаэ). Los columnas de la matriz 5 se compo- 
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nen de las coordonadas de los vectores 2, y ez en la base 
«viejo» (7, са} Icompároso con (2,44)1, Para la matriz 5 del 
paso del sistema. «viejo» de coordenadas en ol plano al 
«nuevo», so cumplen las propiedades 14 — 4^ en las cunlos 
las matrices de segundo orden se 

sitúan en lugar do las matrices de 


torcer orden. 
Ejemplo 7. En wn trapecio 
ABCD (АР) Il (HC) In razón de 


Jas longitudes do Јаз bases 
1AD 1: | ВС | оз igual a 2,0 оз 
el punto de intersección de las 
diagonales [AC] y IPD], O' os el Yi. d 
punto de intersección de las conti- VA 
nuaciones de los lados laterales 1481 y ICDI. Escribir 
las fórmulas del paso del sistema do coordenadas 
н TE E 
(0, BÀ, CD) ul sistemn de coordonadas (0°, OC, OD). 
АЇНС] es la linen media del triángulo ОЛО (fig. 2.26), 
JACI y IDBI son sus medianas. Por eso, DA = 284, 
OD =20b,06 = (1/3) AC = (1/3) ((1/2) (40 + AD) = 
Es Ri M 
= (1/6) (70' + (A0 45 070) = (1/3) AÓ' 4- (1/6) 0) = 
das TE жы ES е4 
= —(2/3) BA 4 (03) CD, OD = OC 4 CD = 
= —@/% ЙА 4- 0/3) CD, 00 = OC 4- 60 = 06 — 
— OD = —(2/3) ВА + (2/3) CD. Por consiguiente, las 
formulas del paso del sistema de coordenadas (O, BA, 
CD) al sistema do coordenadas (0*, OC, OD) tienen ln 
forma 
жт —(2/$)а' — (2/3) y — 2/3, y = (9) а" + 
+ (4/3) y! — 2/3. А 
Ejemplo 8. En un plano está dado un sistema de coor- 
donadas (O, е, 25). Los puntos A (1; 1), B (0: —3), 
С (2; 2) son vértices dol triángulo ABC. Mallar las coor- 


denndas del N, punto do intersección de las medianas dol 
AARC. Escribir fas Fórmulas del paso del sistema de 


coordonadas (N, NO, AC) al sistema de coordenadas 
pr 
10, AB, ЯС). 
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ADetorminomos las coordenadas 
N por 
ys, = (173) (1 
triángulo AFC coinci 
do nn sistem 
Bj oy зш Ер 
Hallen las fórmulas dol paso del sistema de cuordo 
nadas (А, NO, AC) on ol plano (АВС) al sistema de 
connlenndas 0, 2171, BC]. Sen que el punto M tiene « 
dennas (2, ®) ew ol sistema de coordenadas (N, 
JE) y tione zomdowedus (1^; y) on ol 
mi Ш 
nadas (0, AT, BC), ов docir; NAL = z*ND + y" AC, 
Шу к 
ОМ = 2") y BO. Emplenido la relación NAI = 
== NO 4 OM que so utiliza cuando so deducon las fór- 
mulas del paso y descomponiendo todos lus vectores se- 


[C тр del punto 
1. -2 


п plano del 
alenilas Osy 
espacial de coomlenadas, es decir, que 


sloma de cooride- 


gún la baso fy, 29), obtenomos 


at (OR) Ly* (06— 04) ^ ОМ | а" (00-04) 
ky (06 — OB), o hien 
am) Jt (22, Aa) — (04:6) F6 
a) — vr (20i 4-26) 1:36) — 0. 


=r (de (6, 


Empleado la independencia lineal de los vectores e, y 
му. ol sistoma do oeni 

0, ре dr 
V a ® ^ hallamos 


iones — ше 4- yt d 
AL resol 


a" m Ах 


k3y 1, y* m 5y. А 


Ejemplo 9 (ceuacloucs denadas. de una recta 
ue en a espa ema de соога 


al (rai Vat Za) y 
wacfones que de- 
un sistema do ecuaciones 


ит 


(O, eo m 
oras и). 
(апай la rela (4), es Че 


ШАШ 
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tisfecho por las coordenadas (2; y; 2) de wn punto 
io Af (æ; у; 2) de la voeta (48), y sólo por ollas. 

A Emplcemos Ја ecuación рагатбиіса vectorial de la 
recta 1 == (AH) [убаво el ejomplo б dol $ 3 do csi 
tulo y Ja fórmula (2.5)). BÎ punto M (e; y; 2) so sitúa en 
la regla Û si, y sólo si, existo un n t tal que OM = 
=04 Ali = (ар дра раар — 
— 24). Puesto quo la igualdad vectorial es equivalente а 
las tros igunldados on coordenadas, obLonemos quo Af € 1 
si, y sólo si, 


mor 


z = тд -b (ау, y = ya A tay, 
la, (üx = En — Cas dy = Yn Ya 


a, = 200 — 3a) (2.40) 


pura un EER. Los puntos A y 0 sòn diferentes y, por 
esv, al menos ann de Jas coordenadas (a; ay; оз) del vec- 


tor director à ка AD Чо ln rosta Los distinta de cero, Sen, 
por ejemplo, a, 20. Entoncos, oxprosando £ de la pri: 
mera ecuación dol sistema (2.40) ( = (с 2,/a)) y 
sustituyendo ol valor hallado do £ on In segunda y In tor- 
cera ecuncionos oblenemos ol sistema do dos ocuaciones 
respoclo a æ, y, 2 que defino la rocta Г on 0] espacio: 


0 уд = A ay, 0 bion 


a= ya) = а, (5 m4). а (0—2) =m (лд). (2.47) 


Mobitunlmento ol sistema (2.47) so escribe en forma si- 
métrica 


(2.48) 


sobrentendiondo con osto que si el denominador de una 
«lo Jas fracciones es igual a coro, el aumerador de ésta 
también igual a сего [vónse (2.47)1. Por ejemplo, sí 
y a, 960, ol sistema do ecunciones (2.48) se 
asit 


J = Ya ах (3 — ta) m а,(к— n). 
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Si ay = Jn — ya =Ù y а, = 2л — z4 = 0, el sistema 
aciones (248) toma la forma y ya, 2 = лл, 
r, describe la rei (AH) que es paralela al cjo 
a por el punto A (r4; YA: z4). Las ecu 
amélricas (2.46) de esta recta tienen la forma 
dul, у= Ya 8 = Lay LER (0x #0). 
Puesto que ах = аа аду dy m Yu Ya б=т 
ди 24, el sistema de cenaciones (2:48) que definen 
la recta 1 = (AB) que pasa por dos puntos dados A (cas 
Jai 24) y B (eni Yni 2) puede escribirse también en la 
forma 


IA HUA 
TA — ln—VA tn ^ 
ciones dol sistema: (2.48), (2.49) se denoiniuan 
ecuaciones canónicas de la recta Len un espacio. A 
Ejemplo 10. Ju wn sistema de coordenadas la recta L 
zl 
—2 


(2.40) 


e dm 


T 
las coordenadas de cualesquiera dos puntos de es 


mimos las ccunciones de la recta Lon forma 
mpárose con (2.48) у (24б): 


ri у= 34, 54 Oct. 


Cuando £ = 0, piensan las Br de un punto de 
Ja recta [: 4 ql; —3; 5), cuando £ = A, Tas del segundo 
punto; I A — 2). 8). Bo puedo hallar las coordonndnn 
do los puntos 4 y B también dot modo siguiente: resia- 
mos las coordenadas del punto A (rai gai za) de las va 
vinhles a, у, 2 en Тач ceunciones canónicas (2.48), de donde 
por Тах ceurcionos dadas do la recta 2 hallamos xy == 1, 
Ya 5; dos coordenadas del punto 22 (ri 
Yn on de la condición do igualdad del vector 
directora = (dxi ау; а), ау 2, dy = 1, a, Odo la 
E 
recta I == (AB) al vector AR leompárose con (2.48) y 
(2.49) an — La Yn — Ya = 1, ELEM 
docir, £p 4, Yn = D, 2а = 5. А 


] 
Ejemplo 11. Fin un sistema de coordenadas las rectas 
ly y da están dadas por las ecuaciones canónicas 
ا‎ yz اسع‎ Loy 1 
:ا‎ Gs pez E 
ы E A D i zt 


Aclarar si 
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ALas rectas h y la so intorsocan si, y sólo si, oxiste 
wn punto M cuyas coordonadas (z*, y*, 2%) satisfacen 
tanto las ecuaciones do la recta 1, como Jas de la /,, es 
decir, ol sistema de cuatro ecuaciones siguiontos: 
а* — 1 = 2 (y —2, 3$ —3 = y* —2, a* == у* —3, 
2% = 2 (y* —3). (2.50) 


Si oslo sistema tiene solución, ésta so dotermina do las 
primeras Ires ecuaciones y dobe automáticamente salis- 
Гасог la cuarta. Do las tres primeras ecuaciones hallomos: 
аж = —3, у* == 0, z* = 1. Sustituyendo los valores 
hallados en la cuarta ecuación, obtonemos 1 = 2. (0—3). 
Hny una contradicción. El ema do conaciones (2.50) 
по tiono soluciones, es docir, L y l, no so intersccan. А 

;jemplo 12 (problema de división do un segmento en 
la razón dada). En un espacio sean dados un sistoma do 


coordonadas (O, 2, e, &3) y dos puntos distintos A (tai 
Yai 24) y D (Eni Yni 2). Un punto M so encuentra on ol 
segmento [AB] y lo divido on la razón А = | AM |: 
: MB |. Determinar las coordenadas del punto Af. 


ASegún la fórmula (2.6), tonomos DAY = yi X 
x (ОЙ + 10D). Sustituyondo on esta igualdad las des- 


composiciones de los vectores sogún Ја baso (c, Ca, 29) 
y basándonos en la propiedad do linealidad do las coordo- 


nadas y la 4% propiedad de las coordenadas do vectores 
ohtonemos: 


Xy 


хл MES uA dhyn AAs 
8 ум ا‎ RASCA 
(2.51) 

Ejemplo 13. En un paralelepípodo ABCDA,B,C,D, 

tenemos: A (1 1), B (2; —1; 0), С (1; 1; 2, Di (3;3;2), 

N cs el punto modio de 14D], el punto Af divido ol seg- 

mento (CC on Ja razón | CiM |: | MC | = 2. Escribir 

las ecuaciones canónicas de Ja recta 2 = (MN) en aquel 

sistema de coordenadas, en el oual están dadas las coor- 

de los puntos А, B, C, Dy. 

Ypi Zo) Ins coordenadas del punto D 
> 

(fig. 2.27). Fl vector AD tiene lus coordenadas (zy — 1; 


Yp — 1; 2p — 1). Las coordenadas del vector PC son: 


87 


(12: 4 — (4); 2 — 0) = (4; 2; 2). Los vectores AD 
y BC son iguales y por eso sus coordenadas homónimas 
son iguales 1, ун — 1 к= 2, sp — 1 = 2, 05 

y жь =0, уш = 3, ль = 3, El punto N os ol punto 
medio del segmento [ADÎ (lo divido en la razón 1:1). 
Por consiguiente, ау ке (za zp /2=4/2, yw == (ya -È 
dran 2, ам . Soan (æ; В; y) las coordenadas" 


punto Сү. Do fa igualdad do los voctoros CC, y DD 


20 — 


oble- 
1 


7 Por Ins lór- 
mulas (2.51) de la división do un 
segmento en la razón dada, tono- 
mos: m == (a 4- 21013 == (4 4 
+. " 1/8 —2, ум = (В + orm 
4-2. 1) тм = (y d 

iguionte, 
s de Та recla 


Fig. 2.27 -|- 2¢ 
las con 
(AIN) Менон la Torma 


t 1/3 
3/2 


=2 
=Й 


z— z—À 
Si k: Um 
== 22У son des roctas dadas por Jas ecuncionos canóui- 
Pz 


CDE ШЕШ do coordenadas en un espacio, entonces 


а = (dxi ар a) y Û = (bx; б; 0) som vectores directo 
de estas rolas. Das rostas Û y L son paralolas ві, y sólo 


direclores a y Û. Segín la 


son colincales sus volores 
condición de colinoalidad, esto hecho Lino Jugar si, y 
sólo si, 

ag uy | аа, sa te 

by by i DENS w b 


Sean P un plano, (0, су, Ca} ип sistema de coordena- 
das en el plano P, A (eat YA) ES y B (хар) € P dos 
puntos distintos. Las ecuaciones paramótricas do fa recla 
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== (AB) tienen la Torma 
а = ху de ly, 
у = ул + day (s = &„—®л, y m Yo — VA) 
LER. (2.52) 


La ecuación canónica de la recta L = (AD) en el plano 
Pos 


LA, у bion (2.53) 


La ecuación (2.54) es equivalente a la ecuación 
A*z 4 D*y -+ С* = 0, (449 42 (0* > 0, (2.55) 
dondo 
A* = yn س‎ Dt = ту ¬ a 
С* єз YAE n — ФАУ m (2.56) 


En virtud de lu ecuación (2.55), el vector director a = 
= (ау; dy) de In recta len el plano P se determinn según 
la гей ax = —D*, ay = Л". 

En el caso plano, las fórmulas do división do wn seg- 
mento ou la razón dada tienen la forma 


MELAB], A= |АМ|: |MB| <> 2y = 


А: l- Ay 
uade, py adn (2.57) 


Ejemplo 14. Mallar dos puntos A y В si во sube quo 
el punto C (5; 4) divido el segmento [AB] on la razó 
3:4 y ol punto D (6; —5) lo divido en In razón 2 

Alen A (zai Ya), В (€m Yn) Entonces según las 
fórmulas (2.57) Lenemos: с 

Lu اقات‎ д. سج‎ 
TU WERL ' ЗГ ' 


Бы IALO zn  _ VA 
Ше! E cr mm S 


Resolviendo el sistema obtenido de ecuaciones respecto a 
Lar Tm Yas Yn hallamos: хд = 160, ty 25, ya= 
OM, Yn = 184; A (100; —131), B (—225; 184). A 
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Ejemplo 15. Escribir la ecuación de la mediana ain 
del triángulo 4 A Ch 4), H (a 2 

A El punto medio M dol segmento ci ti 
coordenadas ay = (zn + тс)/2 = 5/2, yu = (р 
+ YeV/2 = —2. Según la fórmula (2.53), la ccuac 
(AM) tione Та Forma 


ribir A» ecuación de In recta 1 que 
o M. (T; 4) y es paralola In recta D enya 
— 2 +4 =0. 

7 = (us; ay) do la recta esa = 
+ Ya que LLL, ев tamb 
fórmula (2.54), la coma 


п vector director de 1. 
ción Û os: 


<=» 2211 0. А 


He 17. Hallar o voordenatas de los 
A Gras ул), B (жы; yas Df i dol Paralelogramo 
AUCD si € B; —) (AB): æ -- y — 3 = 0, (AD: y = 2. 
ABI punto A os ol punto común do las LA (АВ) 
у (AD). Por oso sus coordonndas (ад; y4) satisfacen ol sis- 
tema de ecuacionos z4 A- ya — 3 = 0, ya = 2. Rosol- 


«Jl voctor direc 


viéndolo hallamos z4 = 1, ул y 
de la recta (42) es igual a a ). Es también vos- 
tor director de (CD). Por consiguiente, In o 
(CD) tiene la forma 


rt 


e ey 2-0. 


De modo análogo so puede hallar que y = —1 es la ocun- 
ción de la recta. (HC). 

Las coordenadas de los puntos B (eg; Yn) у D (vi 
ПЕЛ ien los sistomas de ecuaciones 
yt 3 = Û, | Yo 
mm —1, pd 2 0. 
Resolviendo est 
ар = 0, yp = 


istomas hallamos tp =4 Yn = —1, 


Ш 


Ejemplo 18. En el paralologra amo ABCD (fig. 2.28) el 
punto AM. es el punto medio del lado [2C], el punto N es 
el punto medio del segmento [MD], P, es ol punto do intor- 
sección de las rectas (AW) y (CD). Hallar las coordena- 
das do los puntos C y D si so tiene A (1; 2), B (4; —1), 
P (2; 0). Mallar Lambién en qué razón el punto P divide 
el segmento ICD]. 


= kA 
ASea D (a; 0). De la igualdad AB = DC so deduce 
quo las coordenadas del punto C (zc; yc) son correspon- 
dientemento пата + (ер — 
— la) = a 4 усе B 
+ (Yo — Ya) = в: — 3. El pun- 
lo M (rui ум) es ol punto 
modio de IBC) y por oso zy 
n cb тє)/2 = (a + 7)/2, 
(уп + ус)/? (p— 4/2, 
1 punto Л (zy; ум) es el punto Fig. 2.28 
medio de [AD] y por eso zy == 
Ey d 2/2 = (Ba -{- TÍA, ум == (ум - уһ/2 = (3P— 
—4)/4. Ln comnción de In recta (A7) tiono la forma 


z-i ے‎ =2 


T= 


y-4 =0.‏ >= ج 


El punto NE (AP). Por tanto, las coordonadas dol 
punto N satistacon 1а counción 2-$®#7. 4. IA _ „0 
o bien 2«48—2=0. Por la condición, el punto 
Р a 0) so seitens en Ja тойа (DC) cuyn юма os 


» 
wie Exp. Por comsiguionto, Ea 


o bion о) 8-2 = 0. Resolviendo ol sistema do 


oemaoiones 2a, 4 Bj 2 O, oF B2 = 0, hallamos 
2 


P=2. tonomos D (0; 2), 
C Qi 4). La razón A = | PD | on que el punto 
f» «livid el sogmonto [CDI so determina io ln rolación 


34-1-0, o вод, 


Ha 
E جے‎ 24+1 


= 1/2. А 


Ejemplo 19 (ceuación paramétriea vectorial del plano). 
Soa que en un espacio está fijado по polo O y están dados 


9t 


s s My Mg, Ala no situados en wna recta. Deseri- 
bir el conjunto de las radio vectores de todos los puntos 
ШЕ (AMA 
лбе, -+ OM, Ta 
de los Mis Mas My, respec 


s veckore 


un punto arbitrario AZ € f. 
Eb punto M7 se encuentri 
si, X sólo si, 
AIA = 7 —T, so 
pago los voo- 
la fór- 
EN (2.28) y el criterio del 
carácter coplanar do los 
vectores (véase el ejemplo 
Fig, 2.20 2 dol $5 de este сари 

loh, es deir, isten 


números £ y т (dependientes de d) tales que 
р vé o bien 


Fit (а) еба (2.58) 
Ta rolación 
Libro, LER, cH (2.59) 


so denomina ecuación pareméti wa vectorial del plano ® que 


pasa por el punto My (7) y es paralelo a los vectores Ò y e. 

tys arbitrarios, el segundo miembro de la 

ón (2.59) determina ol conjunto de los radio vec- 

tores do todos los puntos del plano P, y sólo ollos. А 
La relación (2.59) puede escribirse en la forma 


Fes npe Fen, ОА te1. (2.60) 


Si Jos puntos 47, bei mz 
2,) ostán alados por 


| cuyo origen es el polo 0, mi- 
ога! del plano P == (Mf АГ ЛГ) es 


02 


oquivalente al sistema 


aL m n) + т (эу), 
E 


ts) d ta). (2.61) 
2b ts — 2) He (а) 

de tres ecnáciones esenlaros respecto a las coordenadas 

(as y; 2) dol punto M € $ y do números £ y т quo depen- 

do M. Las ecuncionos del sistema (2.01) son connciones 
paramétricas del plano f. 

Ejemplo 20 (ecuación en coordenadas de un plano). 

Soa que en un espacio está dado un sistema ile coordenadas 


(0, е. da ©з}. Domostrar que 1а ocunción de cunlqnicr 
plano f que pasa por ип punto Af, (ту; yy; 2) tiono la 
forma 


Ar) le B y — m) С) = 0, 
Atq Pap C> 0. (2. 


lano f fijomos dos puntos más M, (Fat Yai 24) 
29) de modo quo Mi, Ms, My no se encuentren 


A Vin el 
y Ma (fai Ja 
ми una reol 


ses — Ep Cy=Ya— Yp C= Za — t, Bl 
yi 2) во sitúa on el plano Ф si, y sólo si, los 
vectores AAt, D, с son coplanares. Según la condición del 
carácter coplanar, este hecho Liono Ingar si, y sólo si, las 
enordenadas del punto M satisfacon Ja ccnación 


EL YY 2—2, 


уь, |=0, (2.03) 
Cx Cy e 
o hien A (z— 7) + D (y— yy) С (2— 2) =0, donde 
و ا‎ |i] LL 
Cy Cz Cu Cz Cx Cy 


La dosigualdad A? 4- B® -- C* > 0 se deduce (véase ol 
ejemplo 19 del $ 5 de este capitulo) ilo la no colinealidad 


de los vectores b y e. 
La cenación (2.63) s А еи ecuación en coordenadas 
de un plano que pasa por el punto M, (xj; Yi 2) y es para- 
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lelo a los vector 


(ai yi b) y c 
Se puede es 


mbién en |a form 

v—n 

Ма — n |n 0. (2.64) 
2 

La cenación (2.04) so Hama ecuación del plano P = 


(MM ЛГ) que pasa por tres puntos dados, Ln ecuación 
(2.62) puede. escrilivso también on la forma 


Ax + By | Cz D = 0, A? В р C* 0, (2.6 


donde D = — 
Ejemplo 21. 


a — н Са 

ln ecuación ч plano que 
i Û), M. QS 1 A), Ma (2; 
ч sancii plano buscado o: 


z—2y-1 1-1 220—3 2—1 
3-2 4 t oog ра 
$-84-3 „ка 


КА 
Ejemplo 22, Кее In ecuación del plano que pusa 
por el punto M, (3; 7; 2) y es paralelo а [us rectas /: 


E 4- _4 
1 "ads y 14 


lolo a 188 vectores dirccloi 
ide estas rectus, Según la 
plano buscado es 


ir ins П 
mula (2.6: 


2-3 0—7 2—2 
^ 41 E TN 
5 3 f 
Ejemplo 23. Escribir la ecuación del plano P que p 
por el punto AZ, (E; 0; —1) y contiene la recta E 
1 2 


eps 
ABI punto M, (0; —t; 2) do la recta Z so halla em el 
plano $. Por consiguiente, el plano Ф es ра 


м 


vector b = AMM, y al vector e — (2; 3; 4), vector direc- 
tor de la recta L Según ln fórmula (2.63), la ecuación f 
tiene ln forma 


|—1 — y—0 s—(—1) 

0-1 —1—0 2—(—f|- 
2 3 1 

=0<> 101 Iy+29=0. А 


Ejemplo 24* (condición a эне чу ale dos planos). Demos- 
trar que planos Py Ayr d Du d- Cad Dj = 0, AFF BF 4 
FOI оу Py Aar d Bay F Сы + Da = 0, AL В} + CE 
> 0 sou paralelos si, y sólo al, los vectores A, = (4,5 Bii C) # Û 


y Ña == (Aa; Bas Ca) v Û son colincales, es decir, existe un númoro 
#0 tal quo 


Аз = Myn Dim AD, Са = АСА. (2.06) 


A Senn hos planos y y P, talon que parn los cuoflelontos de 
neiones se cumplo la igualdad (2,66) cimmilo wm A yè 0. Enton- 
сез la ecuación o, tione la forma AA ул -l AD y + Aye d- Da = 00 
Bird Суз + Dalh = 0. Si D, = Di, los ecuaciones do 
los planos P, y Pa вайп, es decir, coinciden los planos $, y 
Pai si D, чё Delh, ol sistema бо ccuacionos A, d- Са 
Dy e M, Лут -F Duy + Cis de Dalh к= 0 рага buscar las coordo- 
nadas alo puntos comunes de los planos Py y Pa os Incompaliblo, 
о sen, Py N Pa = Ф, En ambos ensos los planos 9, y Pa son para: 
lelos, 
Puos, cambinudo la constante D, en la ecuación del plano ®, 
по puedo obtener las ocunciones do los planos paralelos a 2. Com- 
robemos quo de esto modo so puedo obtener las ecuaciones de todos 
los planos paralelos a 39.51 el plano 49* es paralelo a Py, P* puede 


obtenerse do 2, medianto la traslación paralela a wn vector d = 
T gi дуз), Dor eso, 9 1 Pr, ol punto A (ту vis) porteneco 
al plano Pt si, y sólo ai, el pnto Af, (т — oxi уаш 2 — 0) 


(TM = а} М* == Tcr (1) pertenece al plano P, es docir, 
Ау + Бу de Сү: + DO 0, D* = Di — Ay — Bay Суть. 
Así, una do las ecuaciones dol plano P* está obtenida de la coun- 
ción del plano у al sustituir la constante D, por 
Sen ahora que los planos P, y 273 «ndo on el ojemplo 2%son 
paralelos. Entonces, en correspondeucla a Jo dicho on lo anterior, 
las planos Pt: Aiz + Biy + Ciz | = 0 y PE: Agr dr Day 
+ буа = 0 son también paralelos (P? P, I P4 [| P$) y no coin- 
ridet (el punto con las coordenadas (0; 0; 0) Se encuentra on el 
plano 03 y no se encuentra en el plano 9). Por consiguienta, los 
planos t y PE no tionen puntos comunes y, por lanto, el sistema. 
do ecuaciones Ат + Biy -+ Сүт = —1, Aar -+ Вау Ч Caz = 0 
no tiene solución. Con mayor razón no liene solución cada Uno de 
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los siguientes sistemas do ecuaciones: 
ла Ву 
(00 4. dar Ларе: ] 
Wer Jp] en nm 

Aer Bur Cis 
am 4 Лау Con, 
[E 


En correspondenria a In ragla do Cramer (v 
el determinante do la mniriz ilo cada uno de 
Arni) es igal a oro, Do este molo, 


Ah d "mr 


û 84 do asto capitulo), 
tomas (Ar, Att» 


л б бу 


п уу i^ Жж 
^ 
^ 
-— 20, Аир a: 
A C lue 


Fn coreopondoneia a Ja condición do colincatidad (убаво ol ojemplo 
19 dol $ 5 do este capítulo), los voctures V, va Ù y Na e Uson coli- 


nonloa, па docir, Na = AN, para un А s 0. riblondo esta guat- 

«ad өп Ins. coordonadas, obtonomos (2. 
Bem 25^. Sen Ay b By 4 Colo D 

> 0, ln ecuación del plano P. Demostrar qi 


colinentos È = (gi М bi) y T= (ex3 су} e) talos que 


ls 


D, 43 -e Hd Ch 
existen. vectores no. 


Я ie -[^ “|, с)" |. [27 
LN te су 


Demostrar también quo los vectores } y % son paralolus al plano £. 
„A SM Af, (ry: mi zi) un punto arbitrario dol plano A. поне 


-- D = 0, El vector à = (ayi ay 


Jy, 4 C 


ад) es paralelo 


al plano -À si, узбо si, ol punto Afa (тү Fair al мо 
sitha en ol plano ^, оз decir, 

A (Fı le m) le B (и ay) eC (cle a) HD = 0, 

. O dae Day He Cag = 0. (2.08) 


La condi 2.08) vs condición посоча гі y sufi 
mo del vector n = (ay; ay; е) del plano е А. 
0 ox. bsp 

jomos 109 veel. 
yc fs eji fi 
ina de las се 


onte del paralelis 
Fay de Cade 


^n 


les ach 
) quo son paralelos а 0, K 
з del plano f sc пм 


dobido а (2.6 
n do A'z -k 


00 


o By + C, 4 D' = 0, dondo 


АВС. 


El plano 4 es paralolo n sí mismo, Toniendo ori cuenta las resilta- 
los del ejomplo 24, hiallomos un nümero А tal quo 


amara |9 =| А. ар мар 
ey с а ч = a 
PELA i 
e yl 


Esto significa que en calidad do los voctoros buscado so puede to- 
mar los D = X y e e. 


Sen ahora quo los vectores TÛ yê satisfacen (2.07). Entonces, 


by o bx b, 
Ati hy Chg, | Joni [+ 


bx by bz 
sp |= i ne» 
AN Ce су 6 
b. b. 
ле Dey - Ces eg 0 jo s spes i e РА 

Бе dj e 

mex by bij=0. 
puppe 


En correspondencia n ta condición (2.08), cada uno do los vectores 
у ¿os pnralelo al plano P, A 


Ejemplo 26. La baso de un prisma ABCDA,B,C,D, 
es ol trapecio ABCD (АВ) II (CD), ICD |: 148 | = 
= A < 1. Un plano que pasa рог ol punto D corta las 
aristas (44,1, (СС; y la rocta (DD) on los puntos Af, N 
y P, rospoctivamente, con tal que (AM |: | AA, |= т, 
| CN |: | CC, | = n. Hallar la rolación | DP |: | DD, |. 

APongamos €, = DA, €, = DC, e, = DD, (tig. 2.30). 
En el sistema do coordenadas (D, 
prisma lonon las coordonadas A (1; 0; 0), B (ep; ул; 0), 
C (0; 1; 0), D (0; 0; 0), A, (1; 0; 1), Bi (р; ум 1), 
C, (0; 1; 0), D, (0; 0; 1). Caleulemos las coordenadas dol 
punto B (en; узу 0) (oste punto só encuentra on el plano 
(DAC) y por озо su tercera coordonada es igual a coro). 


Cyr E €n) os vérticos dol 
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T — + л 
DC = MAB o es == (rn e 4d- 
е Yuasa -1- Dea). De аца hallemos: А Gen — 1) = 0, 
Mn decir, ж = 1, yn MA. lego, según la 
AS 
condición АЛТ M м ®м) = т; A = 
; 0; 1). Por guiente, хм — 1 = m0 = б, уу = 
= т.0 == 0, тм = ned = т, os decir, M (1; 0; т). Do 
modo análogo tenemos N (0; 15 n). La ecuación dol plano 
(PMN) tiono la forma [compárese 
ln con (2:64) 
z—1 р ША 2—0 
1-4 011 m=) |= 
0—1 1-1۸ n—0 


Según ln condición, 


Pig. 2.30 El punto Р (0; O; zp) so halla on el 
ojo de z-conulenadas, por eso sus 
dos primeras coordenadas son ceros. Do la comlición 


P € (ММ) obtenemos 
(01) —m (o 


o sen, 


арп Am. 
Definitivamente. Lanemos 


[DP] : |р} = Bos] (Ае Fed п |. A 


Ejemplo 27°. "ушай yn punto, K dentro Че ип ге 
ABCD. Los puntos A’, B', C', D son eorrespondiontemonte puntos 
я da ls reolas AO, (PA), (CK), (DK) con las plas 
nos do las caras BCD, ACD, ADD, ABC. 

"Demastrar qiio 


TAA 


=> er mr 
A jamas un sistema do coordenadas (A, AÑ, AC, AD]. 
En esto sistema, de coordenadas se tiene 4 (0; 05 0), F (1; 0; 0), 


€ (Qi ti 0), D (0; 0; 1). Son К (ni л р). Butonces АК = (m m ph 
Ed 
BK = (m — dini p), CF = mm A; p), DR = (i ni p — D. 


AB" iC] 
[ША] 


|р Kl 
1007 
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Las écuhclonos do Ins ѓесіпа salit 


" T m Е 
(ак): El (вк): 


(ск 


(DK): 


Las ecuaciones do los planos son: 


1 y—ü 2—0 
(UCD): |0—1 1—0 00 |=0 > z-4-y-p2— 120. 
M1 00 1-0 
жут i 
(4CDy |0 4 0[=06>2=0; (ABD): y=0 (ANC) aml, 
оза 


Las coordonadas dol punto A’ = (А K) П (FCD) Ins hallomos del 
sisloma do ocunciones 


| zd 


ml, efi 
e Gr 


yen, 
que 
Las coordonadas del punto 2” satisfacen el sistema do cenacioncs 
2=0, 
2=4--(m- 4) t 
y=n, 


Pee EI (« 


Do malo análogo — hallemos e (4i 


Tn 


pa ( р 
luogo tenemos 


o). 


> =", Р 

^4 (+ i "Rr ар E 

=(m— ا‎ AA م‎ )= 
LETE зар Wa» 


( = (me endo), nument) 
тар à т-а Ер t 
—p( (апер) Js 


mnn 


— e x 
Por consiguionte, AK = (t— (m-I---p)) AA. Los. vectores AK 
y AA sm сойігідійов y por os 1—(n--n-- p» 0 y av 


т LJ 


4-4 —(m-l-n-} p). De modo análogo se puedo ve: 


r quo 18*K)/ 
in =m, ACT IKAACC m ny ID KIDD | =p. 


Do esta manera, 


м UKL RL PK 
AAT Coma Cei 


ЕЕЕ 


$ 7. Proye 


paralela 


Jin un espacio consideremos un plano # y nna recta L 
(по по es paralola а ésto (fig. 2.31). Se Мата proyección 
TU (A) de un punto M sobre el. plano P paralelamente a 
la recta La ım punto MY € P lal quo ol vector MAL es 
paralelo n la recta £, El punto Ле 
es el punto (único) de interscc 
ción del plano 9 con ln recta 
que pasa por el punto Af y ex 
paralela a la recta L Sea Ò el 
punto de intorsocción do Ia rocta 7 
con cl plano P. Consideramos 
ol sistema — do ordenadas 


(O, ез, су, ба) donde Len с) es unn 
hase on eb plano Ф y el vec- 


os paralelo a la моеи 1. 
Senn (yi yi 2м) y (ай; уй 2h) 
las — coordenadas de los 
Fig. 2.34 punt M y M*, respec 
vamente, en este sistem 

coordenadas, Puesto quo los 


(ем — ай үм — Ui ®м — 281) y Px = (O; 0; 1) son 
colinenles, entoncos 


м М ам ah 


0 1 


2 | Un — Uii 2 zh | 


En — Им UN 
0 0 


n " D, 


es decir, тм 
on el plano P 
os igual а 


de ум == yr. ЇЇ punto Л/® so en 
Олу. Рог eso su tercera соот 
го. De esto modo, por las coordenadas 
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(км}ум} 2м) del punto M en el sistema dado do coordenadas 
so dolerminan las coordenadas del punto Af* = Tije (M) 
sogún las fórmulas афу = тм, уй = ум, zh = 0. 

Llámaso proyección Tip (MN) de un segmento dirigido 
MN sobre un plano f£. paralelamente a una recta La wn 
segmento dirigido M*N*, donde M* = nl (M), N* = 
= TIp(N). Si se tiono М (жы; Yari ®м), N (zt Vwi 2м), 
он decir, cl. voctor MN Liono las coordonadas (zy — zy; 
Un Umi En — 2a) оп та baso (4, Gp 23), ontoncos 
M*N* = (zy — tmi Yn — Ymi 0). 

Sea Û un vector. Su proyección @* = Tp (d) sobre un 
plano P paralelamente a la recta 1 зо dolino del modo si- 
guiento: de = Mie (MN), donde M. y N son puntos 


Iravios dol espacio tales que el segmonto dirigido А 


representa ol vector d; La definición dada es correcta, o 
sea, по dependo de la elección del segmento dirigido 


AIN que representa ol vector de 

On ofocto, si d = KL = MN, entonces z, — лк = 
= EN — ëm Hy — x = ум Им) 1n 3 = 3 — 
— Za у, por oso, K*L* = (rz, — zgi yn — ук} 0) = 
= (tn gui Yn — Uus 0) = M*N* 

Si en la base escogida anteriormente È == (di dy; dj), 
es decir, MN = (dxi dyi @,), entonces en osta base d* = 
= Nip (d) = (des dy; 0). 

La operación. de proyección de un vector sobro un 
plano P parnlelamonto a In recta 1 os lineal: para cunlos- 


quien 
vi 


s d'y Гу cualesquiera números æ y Û os 
а da igualdad 


Ti, (add 4 fif) == atio (À A-B. (2.69) 


O En ofecto, 
= (de dyi dy, Ї 


si on Ја base dada en lo anterior d. 
Lai fyi I), so tiono adt f = (ad, 


404 


ЯВИ; ed, Pf, оа, -1-P1,). Por eso 
шу») = (od, Blas d, MM; 0). 


Adomás, Up (d) = (Li dy; 0), alp 52 (ada 4, 0), 
п» (== Us i 0), fits (D (B/ss Bly: 0). También tenemos 


а» (d) y ВИН, Û) = (eda fei a | ff, 0. m 

Ejemplo 1 (criterio de paralelismo de la recta y 
plano). ¿Bajo qué condición nocosaria y suficiente la 
recta = (al Һар dam) y el 
plo f: pa + nu i Cz 4 D = 0 (4? 4- B? -4- C* m 0) 
ШАШ 

ALa recta l 
vector director a 1 tty; du) de la recto Les paralelo 
al plano f: Ла, | Вау Té e = 0 баво la condición 
(2.68).] A 

Ejemplo 2. En wn espacio, están dados un p 
Ax Dy -- es k Died diss 4824-25 0) y una recta 
197 laps а 2> 0). Escribir 


s paralela al plano P si, y sólo si, el 


а, 
w 


VADI veda (ax; Uy; а) ox el vector irector de la 
ла Т. Según la definición de proyección, existe wn nú 
te do A y tal que APAL s la 
lu, 


moro 1 == ta, dependio 

o hien 1а, ум = Y? = ty, ip — 3" 
жщ — ta, ум ty, © 

— tus: Las sordidus (e) del punto лг deben 


satislacer la ccunción del plano f: las) + 
8 (үм — tap) А C (am — a) = 1 iendo en 
cuenta que Aag - Bay + Co, 52 0 (v plo 1), 


hullamos de aquí: 


at=? 
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ум (Aaxt Caz)— ay (Атм Сам -\- n. 


ا 
y Язу Bay Y Cor‏ 


м (Aux Bay) — a (Azm T Byn D) Ж; 
lax F Bay - Ca; * (2.70) 


és 


Ejemplo 3, Hallar la proyección dol vectorde= (1; 0; —2) 
sobre el plano 9: z—2g4-2—4-—0 | pnralolamonto 


a de recta 1: PL “E. 


A Empleémos las fórmulas (2.70). El punto Y (0; 0; 4) 
so encuentra en ol plano f y por озо N* = Wig) = 
N. Tomemos el punto M (1; 0; 2) de modo que NM = 


==, Por dus fein (2.70) tenemos. para el punto 
М* (et; y*; 29) = ШМ): 


ЖЕРДЕН 
12-4- 


pde dao) 
Irt 


gue 


ya =1, =. 


Tor consiguiente, Up (Û) = N*M* к= (3—0; 1—0; 3—4) = 
=3: 1; —1). А 

Ejemplo 4*. En un totraodro ABCD los puntos Dy, 
Ay Ву, Ci son puntos do intorsección do las medianas do 
los triángulos ARC, BCD, CDA, DAR, respectivamente. 
Seno Ф,, Pa P, corresponidlontomonto, los planos 
(IC), WCD), (CDA), (DAB); 1, Las la А, corrospon- 
diontomente, las voctas (DD), (y. ИЛ), (CCS). Para 


un vector arbitenrio d, calcular el vector 


Za 


хо СОЧ, (04 10, (ф 4107, (Û. 


E O 
Alos vectores a= DA, bm DI, с 
eoplamares y forman. hase on. el espacio, E 


DC но son 
ve olor d se 


descompono según esta baso: d = aa (b -+ үс. Dor 
eso, emplonndo la lincalidad do la operación do proyec- 


m 


ción, oblenemos 
P (d) eT (art phd yo) > Mp, (ка| (54 yò | 
MU, (ол + A yo) АЕ 1, (аа бе) e 
TI, (oa PÈ- y = (atl), (2) ЕВ, © 4. 
Np, E}... -F (ah, (д) 4 BLUR, (2) -- v4, ©) 
= a (Ш, @ + h, (5) +1} (а) -1- 1074, (09) H 
A B (1, D4... 4308, 0) 4 v QI (e 
+}, @) ar (2 4. fr (0) -yr (2). 
De este modo. para hallar T (d) do cualquier vector d es 


suficiente saber sólo T @), TO), PO). Puesto que el 
vector à es миш а des 


planos Py y (f, (ol vector a 
que representa ol segmento 


Ды 
dirigido DA se halla on los 
planos fs y fi), Uy, @ = 

= nu) =a. Еп corres- 


poudensia al tsula dol 
ejemplo 12 del $5 de esto capi- 


Fig. 2.32 tulo DD, = (1/3) ía 40 49. 
or eso (fig. 2.32), Nip (a) 


= Dû = 00, + DA =a — (18) 64740. Se 
gún la propiedad do Jas medianas dol triángulo ACD 


tenemos Пр, (0) = DA, = (1/3), @ РӘ. Por consi- 
guiento, T (2) à — (19) (8 УЬ 4 (1/0) Ë + À o 
(8/3) a. Do modo análogo Патон С Ë) = 
= (8/3) b, FE) = (8/8) 8. Obtenemos. definitivamente 
TO = аг ()+ pr 1 уг 0 а BID 

-- B (8/2) D -A (8/3) e = (8/8) d. рага cualquier ven- 
tor ФА 
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espacio consideremos una recta 2 y un plano $ 
no paralelo a 1 (véase fig. 2.31). Llámase proyección. 


HP (M) de un punto M sobre la recta L paralelamente 


al plano f a wn punto My € Ltal que el vector MA. os 
paralelo a P. El punto Af, es punto (único) do intersección 
de Ја recta L con el plano que pasa por el punto M y os 
paralelo al plano En wn sistema do coordenadas 
(0, су, ĉa» сз} (vénse fig. 2.31) quo tiene (2, 22), base en ol 
plano P, 2,112, О = Lf) P, las coordenadas del punto 
М» (fami Yami Zam) se hallan por las coordenadas dol 
punto ЛГ (ам; Yar 2м) do las condiciones OM = OM, + 
+ MaM, On M. UA MM. Il f. En ol sistoma de coor- 
denadas (O, €,, Ca, су}, ol plano £ Lione In ocwación 2 = 0 


(el plano ff pasa por tres puntos con las coordenadas 
(0; 0; 0), (1; 0; 0) y (0; 1; 0). Por eso, su ecuación os 


z—0 y—0 2-0 жуз 
9:4|1—0 0—0 0-0 |<>0=] 1 0 0 | e з=0.) 
0—0 1-0 0—0 010 


дос MM, = (тек — ui Ven — Ум} fen — 3y) 
es paralelo al plano #. En virlnd del criterio. (2. 08), 
obtenemos 0 (д м — хм) E O- жле n) E 1 (м — 
— 2м) = 0, os decir, м = 2м. Ya que el punto 
My so sitúa on el ojo Oz sus dos primeras coordonadas son 
igunles a coro. De osto modo, por Jas coordenadas dadas 
(ём: Yari Zar) del punto M las coordenadas dol punto M, = 


== 11 (A7) se hallan do la manera siguiente: My (0:0; zy). 


Llámaso proyección Ilf (M) de un segmento diri- 
gido MN sobre una recta L paralelamente a un plano P 
a wn segmento dirigido M,N, dondo M, = П (A1), 
Na MP QN). Si tenemos M (zy; Yagi гм) У N (oi wi 2) 
el vector MAN, liene das coordenadas (D; O; zy— ty). 

Soa d un vector. Se denomina proyección d, = U/ (Ñ 
del vector d sobre una recta 1 paralelamente al plano f 
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n um vector d, = Ni (AN), donde AIN os ol segmento 


dirigido que representa el vector d. Esta deli- 
correcta (по depende do la elección del seg 


mento dirigido MN quo representa el voctor d). 


d). Ya que Il (Û == (di; dy; 0), para 
cuahjuier vector d se cumple Ja identidad 


и (d) e Mts =. 


Lao do pra 


per veceión dle un veo 
paralelamente al p 


no P posoe 


rsubre unn r 
propiedad de li 


Hi (айр) == ви” (d) 4 ut dy 


para cualesquiera vectores d y 7. y cualesquiera. números 
а y p 

Ejemplo 5. Tin un sistema de coordonadas están 
un plano ff: Az + By + Cz - b = 0, 4? -4 0 4 
> 0 y un punto Ao (жеў Vo 20). Escribie la ecuació 
plano P* quo os paralelo al plano P y pasa por el pun 
to Mp. 

Aka ecunción do cualquier plano P*, paralolo a P, 
tieno Ја Jorma 


A 4- By A- Са 4 DY = 


D* se dotormina de Ta condición de que el 
i Yai 2a) porloneco al plano buscado Ff: 
Cz M D* =0 u bin D 


La constant 
punto M, ( 
Ata A Po 


— Ну, - En definitiva, tenemos 
4 И W — ww) M C (2 — za) = 
Ejemplo G, En wn sistema do coordon 


plano f: 204 ya 2=0 y lav 


Js Za) del fici. Ar ( i 
paralolamento al plano. $, 

Alá eoi ación del plano que pi 
paralelo al plano P tiene la forma 
—3)- 1)2 س‎ 8( = 0 «32 
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(убаво ol ejomplo 5). BI punto Ma (zy: Yai 24) = TIF (M) 
es cl punto de into ón de este plano con la recta 1. 
l'or ово, sus coordonadas so determinan parliondo dol sis- 
tema de ecuaciones 
20а + Ys + 3, 7 = 0, 
жа — Å = (40/2) ув, ta + 1 == (1/2) у» > a =3, 
Je = 4, = —3. А 


Ejemplo 7*. En ил Lotracdro ABCD los puntos Mf, N, 
Q, K, L, R son, correspondientemento, los puntos medios 


de las aristas [AD], UD], ICD], IACI, 1413), [BC]. Soan 
Po Pa Pa Py Po, Pa los planos (CMB), (ANC), 
(ЛО), (DKR) (DLC), (DRA), rospectivamonto, 


y lu lp 
Las lr las lay Tas rotas (4D), (PD), (CD), (AC), (AM), 


(IC), respectivamente. P: 
onlar al vector 


a un vector arbitrario d cal- 


1 (Û «e TIPP (Û 4- a (t 
n tirs Go f" (d). 


ALos vectores а = DA, 5 = DB, T= DC. forman 
base en ol espacio. El vector d se descompona según esta 


yc. Empleando la linoalidàd do 
ión, tonomos 


baso: d = aa -l- BO 
la operación de proyoc 


„ E E 4 7 -> P E 
1 (1) Y (ea 4 fb 4- em Ши (аа E- ye) = 
a P E TP E 
= Y (ао) ep d + yn! @)) = 
© 
i opus $ fT. 2, - 
=a D п 0) чр 2j ni y» 3 ntt 
i A pen e 
-al (и) В О yl (9) 


(compárese con el ejemplo 4). Hallemos Т (0). Ya que 
1(4) = A, TIR?! (D) = D, so tiono Ur! (a) = (fig. 2.33). 
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Ya quo f(A) =N, HZ (D)— D, se tiono ША (0) 

“Өй = „КИЗ i. De modo análogo, tenemos DATOS 
ES Wer Gy GI dy, nda) - «yo. Puesto 
quo ПЖ (Ау HA (D) = Н, so tione NEG) — RR. 


Fig. 2: Fig. 2.34 
mesi C-0/2) P 0/2) С (02) (асе) 1 
(1/2) (i 2a. De modo análogo, PÈ) 3b, 
V (©) == 26. Así, pues, para cualquier voctor d 
‘(û = al (0) - Br (0) 4- T (€ A 
En un plano 9 considoremos dos rectas no paralelas / 
y L (fig. 2.34). Se Hama proyección ИР (M) de un punto 
MES sobre la recta L paralelamente a еда Lum punto 
AREL tal que ol vector MM, os paralelo а La Bl punto 
My os ol punto (único) de intersección de la y 
recta que pasa por el punto 47 y es puralo 


E 
AL y N puntos dol plano 9. Llámaso proyección WY (IN) 
del 
recta L а wn segmento dirigido AV), donde M, — 
= HF (AD), Ny = Р (N). Sen d ип vector paralelo » 
plano. ff, Se denomina su proyección VII. (d) sobre la recta 
mente a la recta 1, al vector. de = ПЕ (77), 


N 


tor d onyo origen A y fin N se encumitiam en el. plano 
Ф. La definición de proyección de un vector sobro una 
recta parolelamento a otra recta es correcta (no depondo 


vector dirigido MN sobre la recta d paralelamente u la 


1 par 


dondu 


s el segmento dirigido que representa el vee 
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de la elección del segmento dirigido «qué representa ol 
vector). La operación de proyección del voctor sobre la 
recta Í paralelamente a la recta L en el plano f os lineal: 


OA) 


para cualosquiera vectores d || P y 7 ]| f y cualesquiora 
números æ y B. Es válida la identidad 


а= nf + (Û. 
Ejemplo 8. Vorílicar que las rectas / 
y—2 +1 


t2 
т^ 
se encuentran cn un 


з 
= 3 уш 


plano y no son paralelos. Talla 
At (0; 7) sobre la recta 2 paralolamente a In recta D. 
A Dos rectas I y D по son paralolns porquo sus vocto- 
ros diroctoros Û = (1; —3; 1) y © = (1; —1; 3) no son 
colinonles: 
EI Шу л. [|6 
shal u pog а 4 n9 


iquemos que estas rectas so intorsecan (y, por lo 
tanto, so encuentran on un plano). Para esto com- 
probemos que ol sistema do ccmaciones z-—2 = 
= (y + 2)/(—3), z— 3 = (y + 2/8), z= —y +2, 
z == —3 (y —2) —1 tiene solución. Do tres primoras 
ecuaciones hallemos: х = 1, y = 1, z = 2. Sustituyendo 
las т, y, 2 halladas en Ја cuarta ecuación, obtenemos 
quo 2 = —3 (1—2) — 1, ов decir, esta ocunción se 
satisface también. Do Lal modo, las roctas 1 y L so intor- 
secan on ol punto M (1; 1; 2). 

llallemos ПЕ (M). Para osto, por el punto M (0; —4; 
--7) tracomos la recta paralela a Z. Las ecuaciones do 


esta roin son 2220... 80.807 pp punto 
=T 3 P 


TIP (M) pertenece а la recta dada y n 
sus coordonadas so dotorminan del siguiente sistema de 
ecuaciones: —y-—4, 27 FA), х— 
— 2 = — (y + 2/3, в — 3 = — (y 4- 2)/3. De tros pri- 
"s ecuaciones hallomos: ж = 4, y =—8, z == 5. Las 
z, y, 2 halladas satisfacon también la cuarta couación. 


r la proyección dol punto 


cla l, por eso 
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Por consiguiente, ПЁ (А) tione las coordonadas (0; —8 
5).4 


Ejemplo 9. | enam plano cuatro puntos А (1; 2), 
B (2; 5, C , D(3; —7). Sean 7, Я 
= (Ср). Vallas л P punto Af lal que el punto AM, = 
= ПЕ (М) divida [CD] on la razón 1: 3 partiendo del 
punto C, y ol punto Ma = N$ (М) sea ol punto medio 
do JABI. 

AConformo a las fórmulas do división de un segmento 
en la razón dada, ol punto M, tiene las coordenadas 


e 294003) zo 3 ARE TI 5 
pen MI mM т Y= + DITE EA 


las coordenadas dol punto Ms son z, = 3/2, y, = 7/2. 
Dosignomos U = (MM), L = (LM) (fig. эй Tor ls 
definición de proyección, Р Ij 1, L^ || b. Vor consiguiente, 
AB = (1;3) 
el punto £M, (2 
t- ue 


vector director do ln r 


12 quo pasa par 
1—8/2). Por oso, Іа ecuación 07: В 


=0, El vector director de la recta 


= سرس‎ 
1 osol voctor CD = (2; ЖЮ, [ner l'or consiguiente, la 
conación P: 28/2 LA esas у шу, M 


resolvor el sistoma de ecuaciones 3e — y — 7 = 0, dz -| 
Mamos las coordenadas del punta 


ón de las 


ane es punto de intorsi 
rostas ly D 


$ 8. Algunos ejemplos 
Pjemplo 1. Dado cl triángulo АЛС. Soñalar wn punto 
М tal que MA MB— 3ME = AR. 
eS 
д Puesto quo MA = —AM, MB = AB— AM, 
aur ЕГ T RE ЩЧ 
MC=AC—AM, ontoncos — (—AM)-- (AB — AM)— 
TEC m DOLES хы сык 
—3(AC— AM) AB, o AM 34€, cs decir, ol punto 


МЇ se encuentra en la prolongación dol lado [AC] tras el 
punto С con tal quo | AM | = 3 | AC |A 
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Ejemplo 2. Demostrar me, para onalquier juego Finito 
de los puntos Aj, Ag, ..., An (en un espacio o on un 
plano) existe un punto Af (y, adomás, sólo uno) tal quo 
MA, de MAS de ode MAS =Ó. Señalar la posición del 
punto M on los siguientes casos particulares: 1) Adada 
os triángulo; 2 AjAz 454, os cuadrilátero espacial o pla- 
по; 3) Д4: ... An os n-ágono rogular (plano). 

A Fijomos un polo O. Para cualquier punto AM se 


cumplen Лав igualdades MÀ, ЕМА So МА, = 
did 
= (OA, u$ oin + л, — e OM. OA, — OM) = 
= (OA, +0A,+...-+0Ap)—n0M. Do aquí so doduco 
«no Af os ol punto buscado si, y sólo si, 
pa pe ue 
OM - (m) (OA +04, E. HOA. (2% 
Und 
os decir, el punto Af es ol oxtremo dol vector + (OA, -+ 
ОЛ... АА) trazado del punto O. Dor consi- 
guiente, el punto buscado M existe siempre y os único. 
1) El triángulo 4,4, 4,.. En oste caso OM 
Ls Rc 
=(1/3) (04,407, 4-03). Como el polo O tomomos ol 
= ы жы ыш 
punto Aj. Entonces, АЙ = (1/З) (4,4, I ЛА, 4- АЛ) == 


e EE 
= АМЕБА. Por consiguiento, ol punto Af so 
encuentra en la mediana dol triángulo AAAs, талал 
del vórtico Ay, y la divide on la razón 2 : A, partiendo del 
vórtico Ay. Si on calidad del polo O tomomos ol punto 
As (o Ao), obtenemos que Af so halla también оп la me- 
diana trazada del vértice Ay (Ay) y la divide en la razón 
2:1. Se puedo deducir que las medianas de cualquier tri- 
ángulo se intersecan en un punto («centro do gravodado dol 
iriángulo) tal que la suma de los vectores que van de este 


punto a los vértices del triángulo es igual a 0. Esto punto 
divido cada una do las medianas en la razón 2 : 1. Con 
respecto n cualquier polo O, el radio vector del contro de 
gravedad M del triángulo 4,4545 so halla por la fórmula 


> OS 
OM = (1/3) (04, +04, +04). 


ИП 


2) W) cuadrilátero ЛД Aaa, Bu oste caso OM 
= (14) (07, + OA, 4- 04, -- ОЛ). Senn P y Q los 
puntos medios de los lados 14,441 y LAyAal, respectiva- 


mento (fig. 2.35). Em calidad del polo fijemos el punto 
Ay. Tenomos 


E 
Aii ve АДАА) = 


= (Aor (AA RAS) AA) = 


MET 
4 r^ 1 AAA AA, 17 4 55 
eg Aeg (SEH) - app 4 рф 
[nemo utilizado el hocho de quo (véase ol ojemplo 5 


zx 
del $ 2 do oste capitulo) PO = йн чан 


modo, el punto ЛА se sitún on el segmento que une Tos 
puntos medios de los segmentos 
ah, 14,35 y 14,441 y lo divide por la 

^n mitad, 

Corolario. En el tetraedro, los seg- 
mentos que unen los puntos medios de 
las aristas cruzadas tienen ип punto 
^ PTA común M que es el punto medio de 

Pig. 2,95 cada uno de estos segmentos, La suma 
de los vectores que van del. punto M a 

los vértices del tetraedro es igual à 0. 
Э) El reágono_rogular Ау... An E eso ouso 


ОМ = (O, -ÓÀ, A -+ OA). Como el poto O osco- 
jamos el punto Ay. Si n = 2k es ol número par, los vec- 
ores A: HA уй. oF WE r жан » «эу. yr EF 
neas ЖҮЛ, 


as ligoni pór 1 Маа dol 
AA (tit: 2:30, а). Si п = 2l -H-1 os impar, por la 


bis ctia del LAA ida t EN so dirigon los "s volores En A, d 

FARE waren EE EN doas 

(fig. 2.36, 0). Eu ambos casos, el vector AM = Un) x 
LE 

x (Av, e Ais ДЬ E Ava) cs) Lleno 
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la misma dirección (la Ho la hisoctriz del ZA¿A/4 7). 
Por lo tanto, el punto Af se sitía en la bisectriz. dol 
LAA As. Si en calidad del polo fijamos el punto A, 
obtenemos que M se onenentra an la hisectriz del 


A 
An 4 
БЕЛ 
m A 
Аку 
9 


Fig. 2.30 


Л.ДА. So puedo deducir que M es el centro del po- 
lígono Дуз... Дь. Do este modo, la suma de los recto- 
res que van del centro de un n-ágono regular а sus vérti: 
es iguol a Û.A 

Ejemplo 3. Demostrar que, en el tolracdro, los sog- 
mentos quo mon los várticos con los centros do gravedad 
do las caras opuestas Lionen punto común que los divide 
en la razón 3: 1, partiendo del vértico. 

ASonn / Ain ©, Г los vértices de un Lotracdro. Scan 
а= DA, Ù se DB, €= DC, Q, ol centro de gravedad de 
la cara ACD. M, el punto que se sila en el segmento 
Т? y lo divido en la razón 3 : 1, partiondo dol vértico 7? 
(fig. 2.37). Sogún la fórmula del ejemplo 2, HQ = 

о ы e >‏ کد ج 
BA 4- BD < BC) = (113) (a —d) + (~b) 4-‏ )1/3( = 
Û) = (46 0/8 — 0, Por tanto,‏ —£( + 


Dár- 3. (sim A, DM -- бра 


8045 из 


ir, el punto A7 cs un punto (véase el ejemplo 2) para 
al se cumple la condición 


=> ES — ا‎ a 
MAY MR 4- MC | MD — 0. (2.7. 


De este modo, el punto A del ejemplo 2 (р. 2) — 
construido para el telraedo ABCD se encuentra on el sog- 
mento, que une ol vértice 7? con el centro de gravedad Q 


Vig. 2,37 Fig. 2.08 


ile Та cara opuesta, y divide el segmonto (QUI en la razó 
3: 1, partiendo del vértice, 

Ronlizanda Jos razonamientos análogos para el vértice 
C (D o A) llegamos a la conclusión de que el mismo punto 
M determinado do Ја condición (2.74) so encuentra eit el 
segmonto que nno C (D о A) con el centra do gravedad do 
la cara opuesta, y lo divide on la razón 3 : LA 

Ejemplo 4. Yn un espacio están fijados ewatro puntos 
distintos: A, 9, C y D. Los puntos P y О son, rospectiva- 


monto, los puntos modios de los segmentos [AC] y [BD]. 
T ii 

Demostrar que PQ = (1/2) (AR 4- CD). 

а K el punto medio de IBC) (fig. 2.38). Entonces 

IPR] es la línea media dol AARC y por oso PK = 

= (1/2 A. De modo análogo, XQ = (1/2) CD. Por 

ES gu 

consiguiente, PO = PR + RO = (1/2) (AR -- CD). A. 
Ejemplo 5. Sean A, 2, С, D, E, P, G, IT puntos arbi- 

trarios on nn espacio o un plano, M, N, P, Q, MEN, 

2", Q', №, S, №", S' son, réspoctivamento, los puntos то 

dios do los segmentos TAR, ÍCDI, 10), DLL, TAHI, 

IGEI, THG), FEL, MINI, ТРО, UT NT, IPQ (Tig. 2.39). 

Domosirar que RS = 175°. 


MA 


AContorme a la fórmula para la linen media de un 
enadrilátero espacial (véase el ejemplo 5 del $ 2 do esto 


capítulo), tenemos: nS = (1/2) СА + ATO), Ж = = 
= (1/2) DB, MO = (1/2) gb -+ AM). Рог eso, RS = 
= (1/2) (2) DB + (1/2) FD 4- (1/2) AE) = (4/4) АЁ. 


Análogamonte, 


IUS e 2) (NTP М7) = (1/2) (002) Fit + 
4 (2) EF Д) = + AE. А 


Ejemplo 6. En un hexágono convexo arbitrario 
AHCDEP están unidos los puntos medios de los lados, 


Fig. 2.30 . Fig. 2.40 


ino sf otro no. Demostrar quo los puntos de inlersección 
de las medianas do в, i QR or p formados coinciden. 

ASenn $, M, los puntos medios de los 
lados [PAN LABI, DN К IDE), IEF], rospectivamon- 
Designomos a FA, ъ= Fb, 200, d= FD, 
? (lig. 2.40). Como ol polo tomemos ol vértico F dol 
hexágono y calenlemos respecto al polo F los radio vocto- 
res de los puntos K y Z que son centros de gravedad de los 
ángulos MPH y SNQ, r amonto. Tenemos: 


(4/2) (a 4- b), FP = (4/2) (c + d), FR = (2) 2, 
PS = (1/2), EN = (U2) (0 -- с), FQ = (0/2) (d 4-9). 


m us 


Según las fórmulas del ejemplo 2, tenemos! 


d (Fir ЁЁ FR) а а 


(a PN йад. Fee 


43-9, 


ГК. А 
+ Dado el triángulo ABC, VAN] es su med 
punto arbitrario # del segmonto [AN] csl 
wazndas das rectus. (С 
afno) (PF) hanta la dnt 
con los laos JAB] y ACI en 
(4:4) los puntos Af. y P, respecti- 


es decir, FÎ 
Ejemplo 
wa. Por 


vamento. — Demostrar que 
CPAIT os trapecio si P nA 

н y PN. 
E д) A Introduzcamos el siste- 


p. 24 e 
Mo ма de coordenadas (4, AR, 


AC] (lig. 2.41). En este sistema do coordenadas so tione 


A (0:0), 1 (150), C (0; 4), N (12; 1/2), AN e (1/2; 1/2). 
3 punto / so iba en Pb segmento TAN] con tal. que 

f fh, PN. Por consiguionto, AF =+ AAN pura «n 
AE (0; 1) y 7 (2; X/2). Las ecuaciones de las rectas son: 


(ry: A de (429 A 0; 


Am 


(Сл): = рр 99 (А02) к МБА 05 
(40): 2=0; (AB): y=0. 


Las coordenadas del punto ^ (HP) f) (AC) so delermi- 
nan del si naciones Ax--(A.—2)y -- A - 0, 


Lo, es decin, 2 (0: zx) De 


20 e mc 


t 
10) y, por tanto, Л 


modo análogo, M (43 
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—1; 1), se lione 


ATP < gy HO, ез decir, (MD) (BC), (MPI BCI 
y СРМВ cs trapecio. A 

Ejemplo 8^. Hallar las condiciones necesarios A suficientes. 
bajo fas cuales tres roctas I: Aga l- Diy + Cp = 0, A} Bf > U, 
Li 4, 2, 8 en ol plano tengan punto común. 


С) ros rocas l, la, 15 tionen un punto común sí, y sólo si, 
existen. númioros ту, yo (lu$ coordonadas do esto punto) tales quo 


ойу б, Са = ой س‎ у, Су= 
= 594. Yola. 27 75) 


Si, ul Fijar ma Daso en el espacio, introducimos Ins vectores 7 = 
= (ди Аз; Aad Û = (Л se (С 
stos шев vectores, la condición (2.75) significa que el vestie Z 
puedo sloscomponerso on lus vectores а у È, Por consiguionto, si 


Ins roolas L, 2, dy tionen un punto común, los voclores 4, D, c son cu~ 
plunuros 


Es), entonces, pura 


Ay Az Aa] [Ah Bi Cr 
Am[M m mi^ m er. (2,10) 
€ Ca Cal 14 Ds Cs 


do un 
in do 


lia coulición (2.70) es la condición necosarin de exista 
pnto común de las rectas 1, ly, Ly. Exueinomos la sulicio 


esta condición, Si los vectores a = (Лү; Ay Ay) y Des (Dy; Бу п) 
So son colinonios, da la conrilción (2.70) so tosprondo quo [ds ТОШ 


төн т, Г, ¿son coplanaros: ol vector ¿es paralelo al plano en el que 
a y 0 Torman ba basn, Confuriwo а la fortuna (; 38), во cumplo 1а 
condición (2.75) para unus xg « py. Si los vectores û y 0 son colinen- 


es, entonces оға Û sk Û, а = Ab: Ду = АР, Ag «а MIR, Ла ч M 
y lu comlición (2.75) toma 1а forma C, = (ry -+ yo) Dy. Ca = 


ч (еу V yo) Bas - iit + JOD. са decir, 
Mas C 1,2, 


condición (2,75) se ¢ 
nodo, la condi 
Ayr dl Bur 
oni punto común es Ja siguiente 


„ AT-F р 0, (m 1, 2, 3, tiene 


"orn ANDO em 


Aa y ora dl 


, a % б, ontonces 1, La, tienen un solo punto común 
descompone según la baso (a, D) del modo único (con 


Si A 
[el vector 
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5) по es úmica (si Û sc б, A Бут 
у se cumplen para zg, yo arbitrarios unidos 


ta ور ا‎ = А 
I è +15) tenon lugar para 
ro 4 quis = 0). Кези, pues, que si A = 0 y à р D, las rectas 
ien un solo punto común, Si A= 0 y adl b fe, Jas 
inciden, ut 


T= pa y Тә, las 
ales que 


Ejemplo 9%. En los ludos (o las prolongaciones de los 
lados) de un triángulo A/C ostán oscogidos os puntos 


M € (4H), N € (HC), P € CA), axi que AM <adh, 
А ME TERN И 
BN == PRE, CP = yC, Demostrar que la igualdad 


4—23)0 — D (t —3 = ору (2.78) 


es condición jene y necesaria para que las. rectas 
(AN), (BP) y (CM) ога se intorsequen un en punto ora 
sean paralelas de dos en dos. 


Alntroduzcamos el sistema de coordenadas. (1, FE, 
AD). Bu esto sistoma de coordenadas so tiene А 0; 0), 


R (O; 1), C (f; 0), M (O; о), N (0; 1 — f, P (1 —ү; 0) 
Las ecuaciones de las rectas son: 
(AN): a SEL а 
(nn: 0; 


(слу: 2-4 


La condición necesaria do inler ám de estas bros rec- 
las en un. punto feompárese con. (2.76) es 


= —f 0 
del Y a o er 
a 1 —a 
(13) e р. 
a-n| ^ len; | 


(PUN 1d) ally 
118 


Icompárose con (2.78)1. Si (AN) Il (FP), los vectores di- 


rectores л = (f; 1 — B) y p= (1 — y; —1) do estas rec- 
tas son colincales, Según Ja condición de colincalidad, 

В 1—0 
doy —1 
-2-—(t-pa-y (2.70) 


Isi 2 es un vector arbiltario no paralelo al plano (ABC), 
ontonces en Ја base (AC, A, e) so tiono n= (р; 1—р; 0), 
P = (t — yi —1; 0) y la relación (2.79) so abtiono fá- 
vilmento dol critorio (2.35). De modo análogo, si 


(BP) Y (CM), so tiono Pim p= ly —1), m= 
= (—f; a), es deci 


(AN) I (BP) => 


=0 جه‎ B= 


(ВР) (CM) e 


|0 ау = —(t—a). 
(2.80) 


Si las rectas (AN), (BP) y (CM) son paralelas de dos on 
dos, de las rolacionos (2. |j у (2.80) obtenemos Bay = 
= (1 — B) (1 — y) (1 — a), оз decir (2.78) os In condi- 
ción necesaria dol cumplimiento do las rolaciones (AN) ll 
IHP) Il (CA2). 

Mostromos Ja sulicioncia do la cond, 


ón (2.78). Si esta 


los vectores tridimensionales a = 


condición so cumplo y 


== (i = P; 430) y 0 ка (51 — ү; 1) no son colinonles, 
enlonces, en virtnd de los rosnltados obtenidos en el 
ojemplo 8, Jus rectas (AN), (BP), (CM) Lienon un punto 
común que, ad os único. 

Sen ahora que se cumple la relación (2.78) у los vec- 


tores d^ y U son. colincales: 
| 20, 
1—71 


1-6 1 |= 
-B 1-7 =p i 

esdecir, Û = y (1 — B), 1 = p (Û — a), 1 = a (1—7), о 

bien 


а 0,9 41, р = ШИ — a), y = —(1 — а). (2.81) 
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айра alo I4 Fonte ын Та 
do las го До (ВР), (СМ) вп > 
0; (IP) ax y d; (CM) ord y 
quiera dos de ostas ecuaciones son incompatih 
(AN), (BP) y (CM) son paralelas de dos on 


es deci 
dos. A 
Si las rectas indicadas ei 


| ejemplo 9 se inLersecan on 
lio 


cualquiera quo sen el polo 0, ol 


ми punto, entonce 
vector 7 de oste punto respecto al polo О se oxp 


diante los radio vectores, Pa = ОЛ, Fn = OB, 
por Ла fórmula 


yü—a) > 
Ta EDI 


eü-n 


a P v) 
AUUTSMG- a) 


ЕЕЕ 


(2.82) 

Ejemplo 10, Deducir la fórmula (2.82). 
ASon que las rectas (AN), (BP) y (CM) se intersecan on mi 
punto O C; w) (Y, ver, consiente, se cumple ln igualdad (78) 
con tal quo [véase (2.81)] æ (1 — ү) = D. lintoncos, (ri y) es solu- 


ción del sisbema do ecuaciones z4-(i-— y) y= 1-- Y, олут. 
Gi = дї Por lan 
RM EE 

0= 04 2002; 764 АШ бут ЖҮ “ 

(19 y) TA era d are. nego, 

& (L— y) —(1— Y) а) ау 
ta (1—2) 

с 0) ESTO 
Tally ata) 
1-1 0—2) By 

патри ЛЕ а) TA MA ' 


SO IES = 


9: ay e a - m 
DAY a a 


La Fórmula (2.82) queda domostrada. A 
Ejemplo 14. Empleando el resultado del ejemplo 9, 
domostrar que en ol triángulo se iulersecan on пп punto: 


a) las modinuas; b) los hiseeirices: c) lus алған; il) lax 
rectas que pasan por los vértices del triángulo y dividen 


"Tenemos z= 


IS 
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as que unen dos уб 
d los lad 
anferoncia insor 


s perimetr 


por la mitad; e) las re 
ticos del triángulo con los puntos silu 
opuestos y que son do Langencia de la c 
La en osto triángulo. 


A Sean [АЛ c, LAC] =b, (BC | = a (fig. 2.42). 
и) Según la dofi: ¡ón de mediana, los puntos a Va P son los 
basos do las medianas [CA], 
ТАМ), IBP] cuando, y sólo cunu- 3 
йо, n == pla, En gto 
азо, (а) (1 — ру= (i 
= uz Por consiguionto, M, 
алар НЫ м 
ађу, La деа 0 78) queda 
mplida, Las relaciones (2.81) 
egin “cumplidos, ($ ($ 0) 4 c 
=s MA че d lo tanto, las ^ B 
modianas del triángulo so inlor- 
secan en un punto, Por la fórmula Fig. 2,42 


82), ol radio vector 7, de esto. punto es 


ar Term ye Ca enero 


b) SANI, күзле las bisoctrices del nión ulo ane 
según la propiedad de la biseotriz (vénse ol ojomplo 10 jdn $3 
do este capitulo) a = b/(a t 0), 1 — a = all b), В = chac), 
1 — h= 000 4 p y= allad с), $ — y = clia -H c). Por eso, 
apy = аре, LI 
ANA (ao 

In condición (2,78) queda cumplida, Lus roh 


enmplon (pa 9) ттр 5 TF < 1). s 
bisectrices dol triángulo so Intersecan en ми punto, Por la fórmula 
(2.82), el radio vector 7, de esto punto 


=a) (1—00) 0 у, e de- 
ones (2.81) uo su 
летото, Jas 


a 
adc 
7 
а 


ГЕШ 
e) Si [AN], 188] y [CA] son Tas alturas del triángulo ABC, 
н LAM LL LAC соз 
se tiene; as TATT =. TAFT 


ai 
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LA es agudo п reto; si ZA es obtuso, se tiene (fig. 2. 


LAM Y O 
ИАЦ, á z— cus А, 
ТАЙ — 
в. 
es decir, en todos los casos a eos Î. Юе modo análogo, 
son C 
en Å А TP a 
کے‎ oos ђ, p СРЕ E T 
"mr 
v s senis а " 
mt T y=- oost cos Û, (y 
"T 
жаб. 
T сон, Pur ose (L= a) (1 В) (Uv) 
ET 


Vig, 2.43 


(D (10) cost Û < 1). Por cousiguiente, las alturas de un, trüin- 
gule se interseran en un punto llamado ortucentro del triângulo. 


BL radios vector Ta de este punto se halla por la fórmula. (2.82): 
sen A cos ÎÎ cos С sen? eon A cun А 
* ser sen C sen A sen C 
n ет Гс: ЗАНИ 
p cus ay A [uri nos. Bes B 
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s Î cos A 


sen D sen A 
ad eia 
7060 ons 


xwel Û ctg Cra oli C olg Аус À otg Bro. 

d) Si en el ejemplo 9 los puntos Af, N, P sou Lales «ue lag 
rectas (AW), (DP), (CM) dividen (cada una a su lugar), el poris 
metro del triángulo 2pzsa--b--c por la mitad, entonces 
140141400 np, am Gil L qup punto М está 
situado on el segmento [42]). Do modo análogo, emp 
We pa, (Bm (p — 0/8, (pab, сср Por 


(0-а) 0-30) E 2L Pt му 


y la condición (2,78) ейи cumplida, Lus relaciones (2.81) no 
cumplen puesto que 


е)‏ ر PZA‏ ع 
RV E E‏ 


a‏ ااا 
ar‏ 


Por consigulento, Jas rectas dadas se inlersecan en un punto. 
Vampleando lus idontidados 


IN (ра) We LL m 
NT ре oF 
w= р-а 


р@р—а<р "p 


atM (p pb В) ص‎ 
Па) аср) yp Тр p ' 


hatlamos el radio vestor г, punto común do lus rectus (AN), 
(ВР) y (CM) por la fórmula (2,82 


па ml ا‎ е” un 
EUER | E is. 


€) Si, en el 
ln cirennferen 
[AB], Lut y | 


mplo 9, Af, M, P son los puntos en los cuales 
i insorita оп el A ABC es langonle n sus lulos 
s egún la propi пз tangentes 


= 
22 


та аз de nn unferenc 
aes LAM Lp AP y, (U—0)ce=| BA |=| BN | Bo, 
(1 о CN | СР | тр (fig. 2.44). De estas relaciones 


hallamos: a= (p— dle, 1=a=(p—0/c, D (ра, i—B— 


123 


(pea, Y (е), Ily Qe ч}. d 


b 


[LE 7 


y de cede 


(2.18) que 
Cumple. рөгү 


a cumplida, Da 


ри 20 ar 


lr O e n9) (p-d) | p: 


ac 


ے 000-0 


Por consigujente. las rectas (AY), (ШР), (CM) se inlersecam en ин 
punto, Bmpleando lus identidades 


үа) UT 


(pa) (pe) Lp Qu) A (pe) (0 0s 


Boo 0d һу 
107 IAEA 
hallamos el radio vector 7, del punto n do las rechas dudas: 


MM (Qr e tA (n= do) (p= re 
600-0100 р (Q 79 (9 
(біо 12°. Homosirar que sí dos triángulos ABG y d C, 


(en un plano « en wi espacio) están situadas do modo que Ins rectas 
quo unon, — respectivamente, |, 


8 се Л y Ay B y BE y C se 
" intorsecar en un punto O y ningunos 
j a dos entre los lados eorrespondie 


son paralelos, enlanees tres pantos 
D do iutorsccción ilo los lados e 
4 " Montes so encontra on una тө 


la. 
E А е0 ol polo. Падат 
DIRE AME бй, =, O Т, OC =e 


ces oxisten los númeras conocidos (puesto qun | 
جس‎ 


б, OG == 
succión de Ins rectas (A16) 
que se sitúan еп ин plate {у y ne sun qni 
N (0) designemos el punto de inlets vin de da 


(AR) KBC) y (3€)], medinulo гү, Fa, rs desiguemos lus 
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puntas Af, А, Q, respectivamente. Calculomos el 
OM, El punto Af so encuentra еп la recta (4,0,). l'or 
eso exislo m número (desennacido) 1 lal que тү = £a -- (1 — 1) c 
Ya que AF € (AC) se ene K = т (— 52) le (1 — 3) (0%), para 
"n TER. Do este modo, oblenemos lema do reuncionos: 
Foza la d- (1 — 0% гү = —тра — (1 — т) re. Al ignalar los se- 
similos miembros ido estas acuaciones y emplear la independencin 
linea! de los veclores a y 2, oblonemos 1 = tp, {tm 
== 


— wr. 
Do aquí т (LA r/r р), t= (р (t -t r)i — р} por 
п y LED а 


r—p 


voctoros Пе in: 


esto 


Do modo análoga, 


-= Н (Е - Lp) = 


Ae LEN ру ЕЕ 
arog I ЕЕ? 
IRA 
Para dos vectores MN у MO obtenemos Ins expresiones 
-> о >— id- H > - 
MN n o A amara 7. 


ы T I > eS ^ 
Me S- = mg (nike nier). 


Por consigniento, los vectors ATO y ATN son colinoales y, por la 
tanto, los puntas Af, Л, Q están siinados en nna recta. A 


Ejemplo 13. Soan APCD wn cuadrilütoro arbitrario, 
K, L, M, N los contros de gravedad do los triángulos 
АВС, RCD, CDA y DAR, respectivamonto. Domostrar 
quo las rectas quo unen los puntos medios de los lados 
opuestos del cuadrilátero ABCD se intersecan on ol mis- 
mo punto de intersección ido las rectas quo unen los 
puntos modios de Jos lados opuestos del cnadrilátero 
KLMN. 

ASen O wn polo fijo. Conforme a los rosultados dol 
ejemplo 2 para las puntos Q y Q' que son los puntos de 
intersección de lus rectas que unon fos puntos medios de 
los lados opuestos en los cuadrilátoros ABCD y KLMN, 


ү S E 
respectivamente, se cumplon las igualdados OQ = 


= (1/4) (04 + OP 4-06 + OD), OR = (014) (OK + 
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non @ + @ En el mismo ejemplo 2 se demuies- 
tra que ОЁ = (109) 0А 4 OR | 00), 00, = ur 
x (OF 4 OC 4 OM, дй - = (изу (€ 1 OD + д; 1), 
ON = (3) (0 n | ӧл 3l 000). De. esto modo, 00 es 
= (1/4) (08) GA 4- OB 1 06 4. OR 4 OC 4 OD | 
1 ot 4- ah 1 0л + OD. k OA | ой) == (1/4) (0л 
-+ OR 400 -- OD) = OQ, es decir, =Q. A mi 
tiempo, nolomos que Qk = 0 — 00; г (1/12) (O7 
4-08 4 06 — 30D) = —(1/3) 0D, QL + 


(4/3) QA, OM = —(/2) О, QN = —-(2) 00, v 
ay LAN es imagon do АЛС) pora la homotecia ean el 
пио Q y el coeliciente == 1/3.A. 


1 


Ejemplo 14%, La longilud del Jado do la baso NPQ do la pirí- 
mide triangular MNPO es igual a 2, la Longitud do da altura vs 
igual n 3. El vértico A del 
cibo ABODA AC 
encuenten en el 
азо do la pirámido, el 
co C está on la allura 
{OMI y el segmento. [| 
so sitúa en ol plano (AEN). 
Mala la longitud de la 
arista dol enbo, 

A Pangamos | AB | — 
ma о introduzcamos dos 
sistemas По coordon 


OM, 


(i 
п aviojos 
á vine 
la pirámido, eb «инно, con el enbo. Según la 


€ EIOM] y A — O, por eso los vectores. Ta y c) son codirigidos y, 
en virtud de que 10M ] = 3, (ACI 1 A21 Le = а Ид, 
v el ejemplo 7 del | capitulo) 4 = (H3) x 
Los vectores 7, eg, гү, 7 son emplanaros: son paralelos 
al plano (NPQ). Por consiguiente, (0, e, ra) y (O, 


do 
condición, 


de 


н д) son dos 


“120 


emas de coordenadas en el plano (APO). Considoremos estos 
стаз do coordenadas más detalladamente. 


Log vectores 7, у ca коп paralelos a las rectas (00) ¥ (PN) 
respectivamente. (00) L (PN) y, por tanto, los ejes Ол у Oy del 


sistema de coordenadas. (0, 2,, 2a) son mutuamente perpendiculares. 


sistemas de coordenadas (0, 
0 y, adomás, los njes do carla 


'orpeu- 
dicnlaros. En ento caso, so puedo obtener ol sistema do coordenadas 
(0,8, 2) del 


istoma de coordenadas (O, 7,, v4) ora por medio de 


Fig. 2.46 


Ja rotación en un ángulo q (0° < p < 300°) on la dirección posi- 
tiva (es docir, en sentido contrario al do Jas manccillas del reloj) 
(fig. 2.40), orà por medio de la rotación en un ángulo р y la aplica- 
ción simétrica posterior respocto al ojo Ox” (fig. 2.47). Cuál do estos 
los casos во realiza ddopanda del orden de numeración do Yos vórlicos 
de la cara ABCD del cubo. En la fig. 2.45 el orden do numeración 
correspondo al, segundo caso. 

ПаПетоя las fórmulas del paso dol sistema "viejo" de coorde- 


nadas nl "nuevo". Sca que cl sistema de coordenadas (0, ej, 4) 


puedo ohtonerse del sistema de coordenadas Ie €, 5) mediante 
a rotación єп un ángulo p (vénse fig. 2.40). Entonces, puesto 


que bebe 2/V3, I1=2 11а, Ilsa VÎ, se tino 
Z = (1/2) a 13 cos ey -+ (1/2) алеп qus, 25 = —(1/2) 0 Y fi sen qi- 
- (1/2) а VZ cus pes, y сото ELM concluimos 
que en rate caso las Jórmulos del paso tinea da forma 
+= (12) а VB соз фл' —(1/2) a V û son qu 
— (1/2) asen pr’ 4-(1/2) п Y 2 cos qu, 
2=(08) a Vas. (2.83) 
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Si cl sistema de coordenadas (0, 2, 751 puedo obtenerse del 


sistema de coordenadas (О, ү, сә} mediante la rotación on um. 
ángulo p y la simetría posterior respecto al rje Or" (Ид. 2.47), ло 


tiene: (8/2) а VÄ соя qe, 4- (1/2) asen qoa, ¿1/29 0 йу 
xan реу (1/2) 0 И спя р y, como sigue siendo 75 


=(UYa V Ze, en este caso, las fórmulas del paso Шепот fa 
forma 


a=(1/2) а Y cos qu -|- (1/2) 0 V sen qu, 
0 (8/2) a sen фх' —(1/2) a Y 2 cos y, 
aen (1/2) Dz. (2.84) 


im ol sistema viejos do coordenadas se Liene Af (0: 0; 1), 
N (1/2; 1/2; 0), 1 (1/2; —1/2; 0) y, por eso, de acuordo con fux fór. 
inulas (2,04), en ol sistema evinja» de enordenadas Ja c 
plano (MNP) leno la forma 


2) yl 2—1 
12-0 120 Ut e «| 12 —A|_ 
2 1/20 01 12 A 


12 —1 1/2 1/2 
-oi Zil на) | ај" e» trece. 


En ol sistema «nuovo» do coordenadas: 2? (0; 4/2; 1/2), С, (1; O; 1). 
Si las fórmulas del paso del sistema «viejo» do coordenndas al 
(nuovi determinan por las igualdades (2.83), entonces en ol 


omn «viejos do conrdenadna tenemos P ((—1/4) a V fi. sen qi 
(1/4) a V 2 cos т; (4/0) a y C, (1/2) a 1/3 cos q; (1/2) a sen qu 


(1/2) a 1.3). Yn quo, según la 
em nl plano (Af. 
X V sen q) 


dición, los puntos B y Cy Dues: 
), son válidas Ins igualdades 2 (| Aja X 


(6/6) а V2 — 1 = 0, 2((12)a VE cos q) -1 
Do aquí hallemos que son p 


(e—3V3* (38-412? 
LEA AE RI 


Pi Aro) € Ba a. 


Wesolvieno esta ecuación y teniendo en cuenta que а 2» 0, 
hallamos a y 8 — V 344. 

Si Ina fórmulas dol paso dol sistenim «viejos de 
antnvos sn determinan por Jas igualdades (2.84), on o 


eviojue de — coordenadas tonos B (Aja 8 sen qs 
— (ар соя у (4/0) a 2), C, (1/2) a V ena; (172) X + 
X asen qs (13)0 1/2). De las condiciones Л € (BNP), Ci € 
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(MNP) hallamos quo sen q = (3 12 — ay(3« 13), созт = 
= (3 — a Y Da y Por consigulento, para determinar a, 
hemos obtenido In misma ecuación. Por lanlo, en este спво so 
tiene también a = (2/5 — V 2)/4. A 


Capítulo 3 
PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES 


$ 1. Ángulo entre vectores. Definición del producto 
escalar, Teorema de los cosenos. 

Lláinaso ángulo entre vectores no nulos à = АЙ y Ù = 
= CD al ángulo entro los rayos [АЛ] y ICD]. Do osto 
modo, si de un. punto O Lrazamos los vectores OM = 2 
y ON =Ù (fig. 3.1), ontonces ol valor del ángulo obtuso 
Z.MON оз, por definición, el ángulo ontro los vectoras 7 


у Û que so denota por (a, б). Si uno do los vectores ао D 
es nulo, ontoncos ol ángulo entre a y Û no es determinado. 

E] ángulo ontre vectores toma valores do 0° a 180°. 
Si los vectores no nulos son codirigidos, el ángulo entre 
ellos es igual а 0°. El ángulo entro los vectores no nulos 
contrariamente dirigidos es igual а 180°, Cuando ol ángulo 
entro los vectoros no mulos a y Ù os igual n 90°, éstos so 
donominan ortogonales y se escribe a l 0 (fig. 3.2). Por 


definición, los voctores a y Ё so consideran también orto- 
gonales si uno de ellos es nulo. 


Ejemplo 1. Sean d y Ë voctores no nulos no colinenles. 
Demostrar quo el vector с = a/l a | -+ D/| 0 | forma ángu- 
los iguales con los vectores a y b. 

A Los voctoros a, = a/a | y Î, 


DIU | son wita- 


rios: Pa, [m | [m 1. Tracómoslos partiendo do un pun- 
cU Lr spese 

Lo: ОЛ = т, ОЙ = b, y construyamos el paralelogramo 

OACH (fig. 3.3). Puesto que [OA | = [OR |, ОЛСВӉ 

os rombo. Su diagonal (OC) es la biscetriz del Z403. 
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n 


s codivigidos a y D.A 


y con sus vectori 


Llámase producto escalar de los vectores no nulos п y Ù 
a un número igual al producto do las longitudes de estos 


Fig, 3,1 Fig. 3.2 


vectores por el coseno del ángulo entre ellos, El producto 
escalar so denota por (a, 0) о a-b. De esto modo, 
MER UNE o 
(e, Т) = Дау [9] cos (a, 0). 


Si uno de los vectores es nulo, entonces el producto escalar 
es, por definición, igual a cero: 


a 0) — (0, 0) — 0. 
Si los voctoros a y b son no nulos, el coseno del ángulo 
entro ellos se determina. por la fórmula 


(3.4) 


El producto escalar (2, п} igual a [à Р se denomina cna- 
drado escalar del vector а у so denota por (1) o 42. Un 


longitud del vector @ y su euadeado escalar están ligados 
mediante la relación 


(3.2) 
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El producto escalar de los vectores es positivo (negati- 
vo) si el ángulo entre ellos es agudo (obtuso). 


Ejemplo 2. En wn triángulo rectángulo ABC (B = 00°) 
so liene JAC|=b, Ama. Hallar (C 
LS 


A Tenemos (CH, CA) = 6 —90* ~a; 1201 =b son a, 


1CÀ| b. Por oso, 
"aS 
POMMES a N 
(Gh, CA) = CP) СА eos (CD, СЛ) = 
= b son ab cos (00° — a) es b’ sonta. А 


Ejemplo 3. Demostrar que o) producto escalar do voc 
toros os igual a coro ві, у sólo si, estos vectores son orio- 
gonnlos. 


ASI los vectores a y D son no nulos, os docir, 1010 
y [EN [5 0, ontoncos 
m EE p LE 
(2, 9) 0 +> 12] 0 cos (а, 0) e 0 <> con (a, D) = 
=0 e à LO. 
Si uno de los vectores a o Û os nulo, entonces, por dofi- 
nición, éstos sou ortogonales. También, por definición, 


б, у=0.А 
Ejomplo 4 (teorema do los cosenos). Domostrar quo para 


cunlesquiorn vectores а у D son válidos Ins siguiontos 
igualdades: 


dyes л pi (0, 9). (3.3) 
Ge hp 4-2 (a, 0). (3.4) 


D'Tracomos los vectores a y p partiendo de un punto: 
DA = a, on = bh, 


Caso 1. Los vectores a y D no son colinenles, Considere- 
mos el paralelogramo ОВСА (fig. 3.4, 3.5, 3.0). Designo- 
PS 


mos ac [al bo i феа, D, M y N son las 
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bases de las perpendientaros bajadas sobre la recta (ОЛ) 
de los puntos BF у C, respectivamente. Según el Leorema 


de Pitágoras, para los triángulos rectángulos AMH y 
ONG tenemos 


LAR I a VAM PF I IMR P, 10C P = ON Po 
4- 1NC f. (n5) 


Si el ángulo p es agudo (ig. 3.4), entonces LAM | = 
= [OAT ра — bes q, | МЇ! | == | МС | = 
bison q ТОМ | = (ОЛА LAN | = а |. b ens цр, Bi 
qom 90" (fig. 23.5), entonces. | AM | = 104 | om a = 
а bosip IMB |= INC | = 0 == b son q, 

[ON | = 10A | = а = а b cos ip. Si el ángulo qp es 
obtuso (fig. 3.6), ontoncos | AM | = 104 | JOM | 

а |- beos (180° — q) = а — bosip IMR | = 
ZINC | = b son (180 — p) = bsap ¡ON |= 
= JOA | — | AN |= a -- b cos q. De oste moda, on t 
dos los casos | AAT | = a — b cos p, [MB | = INC | 
к= b son py JON | = а 4-б савар. Por eso, según las 
fórmulas (3.5) tenemos 


Û — dy = p AB р = (а — b cos 0)? -l (b son p)? = 
ے‎ y کا‎ 2ab cos e 0 2.48, D 
(4 De = 10C P = (a -A b cos р)? + (0 son p)? = 


ah De Зар cos p = aè 4 DP -H 2 @, 


Caso 2. Los vectores d y Û son colinvales, Si Ё = Û, las 
2.3) y (Q4) son obvias: (Q бб = [a P = 
== ê |. 0% ue 2 (2, б). Si D 0, e ın nümoro k tal 
quo û = db Entonces, (236 00° = 1a 0 = 
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= ур = eE (e WIP m= 

= (® L1 4 2 IDP = e E pE 
4 RPP = @ D ae 26 | b P. Si k> 0 los vectores 
a y Oson codirigidos y (2 0 = 12111008 0° = 
= ТЕМ =T= ТИШ =k? P 
Si Ё == 0, es decir, a = Ü, entonces (т, Ù) = 0 = 0-10 P= 
= k |Р. Si k < 0, os decir, los vectoros a y Ù son con- 
trariamento dirigidos, entonces (a, Ё) = [2 ] [Ù | cos 180°= 
= MINI) Ilo) = 
= КІВ р. Do oste modo, on todos cstos casos 
2% | P = 2(а, b) y (а: y = а 4-12 a2 (0, 0M 

Ejemplo 5. Demostrar quo Ја suma do los cuadrados 
de las Jongitudos de las diagonales de nn. paralelogramo 
os igual a Ја suma de Jos cuadrados de las longitudes do 
todos sus Judos. 
ASi а = ОА y b = OÎ son los vectores do los lados 
1 puralologramo OACR (fig. 3,4, 3.5, 3.6), entonces 
ù = OC y a — b = AB son los vectores do sus din- 


gonnles. Sumando las igualdades (3.3) y (3.4) término por 
término, oblenemos 


@ — by + (а 4. D = 20? -p 2/8. (3.6) 


‘Yn que | BC | 104 p Fal LAC pe ORI = 08 |, 
según Ju fórmula (3.6) obtenemos 


LAR PA OC P = (104 P 43: (BC P) H- (108 P 4- 


AIAC р). A 
Ejemplo 6. Dados: la 12 40,140 


28,12. — È [em 
=30. Hallar (а + Û | y el ángulo (е, D). 
ASegún lu Jórmula (3.6), 


fa = Y 2 ap 4-2 De — abp 
= 2.121 -|- 2-529 — 900 = 20. 
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Loorema do 
у= (1/2) (d^ 


Confor 


(3.3)] (a 
siguionto, 


os cosenos [véase la fórmula 
(0 ВЭ) = —125. Por com 


Ey 
cos (m, b) == 


[T 
Д5 
(f, 0) 180% — are ec 


Ejemplo 7. Hallar los longitudes de las diagonales 
del rombo OBCA (убаво lig. 3.3), cuyos lados Шенон 
h^ 


longitud. igual a uno у ДОЙ == ure sen -у-. 

A En virtud del Loorema do los cosenos, [A71]: 
a M oc н adim 
«(0n — ay == 100) + OA =- 2(00, OA) ++ 2— 

P aes 
—200s 400. Ya que ZAOB os agudo, cos JOR 
72 

ES Vis п AOD =- YT 1/05. Por so. 
y23—3-7/28 = 0/5. De modo análogo, |OC|-- 

y TS 
E 2-4-2 cos AOB = 8/5. 

Ejemplo 8. Demostrar quo. am voctotes 


gonules si, y sólo si, [a 4Û 
AConforme а Jas fórmulas 


a y Ù son orto- 


pú = 


|. 
3) (14) 
(14) (je 4 Bp — ра p) = (1/4) (2 4-82 1 2 (0, 0)— 
4L 2 (п, 0) = (3.7) 


Por consiguiente, In igualdad [a Û | = 1а Û | se 


cumplo evando, y sólo нито, (а, Ü) = 0, es desir, cuim- 
do JL Û (убаво ol ojomplo 3) 
Ejemplo 9. Domos 
AS r 


гоно (e, 1,2—0) 


ASO т = п -u— b, es decir, (2) (е 
+, U = (12 5).  Enonees, (a |= (1/2) x 


х|т+уһ 181=(12) |z—y | y, según la form 
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la (3.7), tenemos 


e 


(0) + e Ey, 0) = 
=, Ü). А 
Ejemplo 19. En in triángulo ADC se tione | AH | = e, 


1AC | = 0, [BC |= а. Hallar Ја longitud do la mo- 
diana [CAT]. | 


A Designomos т, САУ |. Ya que CAT = (1/2) (CD-I 
+A), conforme а la fórmula (8.4) hallamos m3 = 
= (A) (04 a? 4-2 CB, CA). Do la igualdad 
бе јав B= |а б LC — Сй P e P4 — 
— 2 (Ch, CA) hallamos 


(CB, СЛ) = (1/2) (а 4-6 — e. (0.8) 


Por Jo tanto, m3 = (1/4) (b -l aè l- aè |: 0 — e), o 
sea, я 


тї = (04) (2a? 4- 202 — c). А (3.9) 

Ejemplo 12. En wn triángulo ABC ostán dadas las 

longitudes do los lados: | AB | = с, IBC | = a, 14C | = 
= 0. Vorificar que ' 


(А0, AC) (Бл, BC) 4- (CA, СВ) > 
= (40/2) (4-0 4-2). (3.10) 
ASegün Ja fórmula (3.9), (CA, CB) = (4/2) (a -+ 
DN AME 
(OP — e. Do modo análogo (DA, ÑC) = 


(1/2) (аз 4- & — 99), (AD, AC) = (2) (6 4- à — i). 
Sunvurdo las tres jgualdlades Lórmino por término, obteno- 


mos (3.10). A. 

Ejemplo 12. Bn wn triángulo ABC ma, ть, nt, son 
longiludes de Jas medianas trazadas de los vértices A, D, 
C, respectivamente. Demostrar que Z C es obtuso cunndo, 
y sólo cuando, 


wm 
5 


m< 
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ARI ángulo LC os obinso enando, y sólo cuando 


Eh, CA) « 0, à son, ret e Docet TA 
(3.8]l. Conforme a | аре 
; 


mi). — Amálogamento, — «* 
(А10) (mn -- 2m — mi, 02 = (4/9) (Qmé 2m — 
— mj. Do aquí z= a? 4- — c = (4/0) mi — 
— má— mi), es decir, а < 0 > Smi < mi + mf. A 
Ejemplo 13 (fórmula de Jtcrón). Expresar ol áron del 
triángulo ADC толто las longitudes do sus Indos a == 
ВС = MAC e 1АЙ |. 


o 


ADosiguomos a = GH, Û = CA, o = (0, D; 5 
Pa 


dol ДАВС. Vs sabido quo (1/2) ab sen 
5° = (1/4) ا‎ (1 — cos? q) = (1/4) ا(‎ (е, D 
ln Fórmula (3.8), (а, Û) = (1/2) (a? 4 0% — с), Por consi- 


guiento, 
> 


E 


d (mae e) (ap зш 


т D) e (e (a iy) = 


cp 0d e) (аео) (еа 0) (еа 1-0). 


Al designar p = (1/2) (a | b -] e), hallamos: ab = 
ع س‎ = 2 (p ~— c), са — b а 2 (p — b), са db 
= 2 (р — a) y, por tanto, 


Shea 2M2 (p— 2 2 (p 0) 2 (pa) = 


(ра) (т) (рс), o sen, Sa 
OSOS 
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$ 2. Propiedades del producto escalar 


Par: 
À son 


cualesquiera vectores a, D, € y cuulquier número 

lidas las relaciones: 

: @ 0) (P, а) (la conmutalividad). 

ж (а. = (а, 0). 

3: (2-5, ® =, Û +Û, с) (la distributividad). 

Da 49 propiedad зо desprende do la definición del 
Ox Fis 


producto oscalar y dol hecho de que (а, 0) = Ф, а) para 


СОТ vectores no nulos а y b. 


Si à = бо} = 0, entonces р: 
piedad so desprende do Ја dofi 


cnnlquice A la 2^ pro- 
ón del producto escalar. 


y 


(де! 
0 


Pig. 9.7 


lis también válida pora cualesquiera 7 y Ò 
Queda por considerar el caso cuando A 40, @ 920, Û D 
A 


Denotemos p == (a, 1). Entonces, si A >> 0 so liono Qa, Т) 


= @ D) (fig, 3D y ро oso, бл, D) pad p 10 dx 
x cos (Am, dy) = 1a | | Û 1 eos q = А (a, ù). Si «0, 
APA 


se lione (AG, D) = 180° — o (ig. 3.) y (а, = 
275 


=a 11 d eos ба, Û ТАТА 118 Ecos (180* — q) = 


= (А) Va 11% 1 (сов p) = А (a, Ù). La 2^ propiorad 
queda demostrada. 
Para demostrar Га 3% propiedad empleemos la Fórmula 


(MA (а 0—2 (та 08) (3.41) 
[véase la ps iris on da cual hagamos m= 
= (а, nz (a—0)2. Tenemos таас, 
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m 


gün el Leorema de los cosenos, 


Ty (a4 ejnt 


2(4, ©, 


Gn 


420,0, 
Aia ( CIE MEL y 1-84 2 (S8 E 


Conforme а la propiodad 2 dol producto escalar, se tiono 


ep y 


Luo, ( Fe de (ión | 


1:2(0, 0). Análogamento, 72 a( d que 08 


— 2,4, 0) (véase la fórmula (3.3)). 


expresiones obtenidas en Ja fórmula 


е2 (4, б) ее (24.0, 09) 4. 
Ep (ae 2000, 89) 2 (9, 9.0, © 


— (4-9, c), o son. (d. 


mplo 1. Demostr: 


D, c) «(t €) 4 (9, c). m 


t que para cualesquiera. vec 


а, D, с, p y d y cnalosquiera números ал, Yr Zi Las уз, Za 
son válidas las siguientes iguallade: 

Gri yes d) entm Qs) Л ЛЕК ШЕ 
= аз (Ps à) -Ha (0, 0) -za (Р, ©), C143) 


(ua а, aja yd 


(P, ааа yd de zac) 


canit yyy -4 


4 (из Û a) (û, 9) 4 s Goa d se (0, Û | 
"E Urs за) б, ©) (3.14) 
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las fórmulas (3.12), (3.13) significan que el producto cs- 
calar posee |a propiedad de finenlidad respecto n enda 
uno de los factores, Ja fórmula (3.14) os fórmula común 
pura calentar el produclo escalar do vectores dados por 


sus coordonadas en In baso (a, б, С) 


C) En virtud de la 3" propiedad, (zy -- ypb -4 zv d) = 
TOCATA 0) = 
DI, 0 (ас, omn DH, g) 
az (0, q) (nam so ha utilizado la 2% propiedad). 


(с, 
La igualdad (3.12) queda demostrada. 
Sohro la раво do Ја 4% propiedad y la fórmula (3.12 


ROS ам са 20) = (s yg A А ne 
Pe (0, p) за (б, Р) = zs Qs е) + ys Qs 
1-а, (m с). La igualdad (3.13) quoda. demostrada. 


Designando Paz з y Dee zi, dim аа 1а 256 
y basándonos on las fórmulas (2.12), (3.13), oblenomos 


(I) = Qj rd den. d) = m б а, на = 
eon, aan mma ا‎ uu A 
+а@ m db 50) (a dla De 
aE, Ekm Ga dy Ë D ао Ë, 0 4- 
da Gs 9-0, ©)4+ C, 2) = 
= улуй -1- ү (ad tayi) (as D- 


4 zin d Qna kma) (E e) - Qna e) Ù, ©). 


La fórmula (3.14) queda demostrada. M Cuando 
¿=0 loma la forma 
(ada yb, agi ya) = aja t 


Ey? (a, +=) (е, 0). (8.15) 


san 


Ejemplo 2. Los vectores а, b y 6 sotistacon la conli- 
=й. Calcular Ta magnitud po (ns DES 
a) si l= 0, ibi =4, Je 


ción a- 4-0 


"EG, DHE, 


A Como 
=a (ае 246, а 04-0 Ё -2 (a, b) 4-2(b, 9) 
+2 (6, а) = 1-4 16-]-4- 1 2j. Do esto modo, = — 17/2. А 
Ejemplo 3. Senn a y Д vectores uni Calcular 
(3a— hb, За) 


AG] y а a ie Baz, Do 11 112%, 5. 
De aquí (а, 09 = 1/2, Por consiguiente, conformo a la 
fórmula (3.15), tenemos 


(Va — 4b, 3a 51) = Gn 200 1.7 (a, b) -6—204 
4:7/2— — 21/2. А 


Ejemplo 4. Dado: (alt, j0]-32. [d ү = 120°. 
Mallar das longitudes de los vectores pe-a--20 y 


qs Am, su producto escalar y ol ángulo formado 
por ellos. 


A (a, 0) 2-соз 120° 
Pe Qu m= Gai, а 
2) 4-162 13, 


=—3, Según In fórmula (3.15), 


о sen, 


(P, d) - (Qu 2h, да П) е 244.3 (и, D) — 208 
1, cose. (7, DP MD 
126, ар wrecos (1/26). A 


jempo 5. Las longitudes de los vectores no nulos 
a y b son iguales. Hallar el ángulo «р formado por estos 
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vectores si es sabido que los vectores p-a-4-3b y q— 
==-5a-+ 30 son ortogonales. 

A Como p.Lq, so tiene 0 — (P, 9) = (24630, Ба 
43h) = 502 1-18 (a, 0) + 902 = 5/212 + 18[п| [P| cos p + 
-+010]2. Teniendo en cuenta que [a] = [$| +0, do aquí 
hallamos cos p==—7/9, es docir, ф == 180°—аго cos (7/0). A. 


Ejemplo б. En wn triángulo ABC ostán trazadas 
las medianas [AD], {ВЕ} y (CF). Caloular la magnitud 


poo go da do Ды 
A (BC, AD) + (СА, BE) + (AB, CP). 

A Son й=бЛ, бй. Entonces, BE = — Ë 
нр EE Poe AGAN 
AD=—3+(112)0, BE=(1/2)7—b, AB =a, CF = 


= (1/2) (0 4-0). Por consiguiento, conforme a la fór- 
mula (3.15), tonomos 


X (0, а 4 (25) + (а, (U2)8 —h) + 
+ Ba, (1122 + (02) 9) = (7, 0) — (2) 4. (102) 


—@ D- (1/2) 4 (12) A 
Ejemplo 7. Domostrar que para emalqnier nbicación 
de puntos A, 7, C, D cn ol plano o em el espacio, 
Brabus, 
tiono ugar la igualdad p=0 dondo jc (JC, 4D) + 
po се, ОЕ = 
(Сл, BD) (AB, CD). 
$ me р umb + se - 
A Sen 2=DA, T= DB, C= DC. Vntonces, BC += 
GEM н qut A P Del unm 
mel, AD= —a, CA-- a—6, BD=—b, АВ = 


= — č. Por consiguiente. 


к=@—#, —а)у-„(@—с, —D 4-0 


= (69400 DFO, 9—0 04 (л, 9-0. A 7 
Ejemplo 8. En wn prisma triangular АРСА В,С, 

S 
so ено: |AB|=e, |BC]=0, |CA| eb, DIA =a, 
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CA =P (fig. 3.8), Hallar © йд, 


EN D aci б) BAC, ЯЛ) _ 
LI ICH LAS IG 
Ab, 44) — (C. AA) A 
ce ЧАЙ, ARO, Ал), (ABI TAA, cora 


E MET 
LC AA 
e s СР 
— |AC| MA, соз PAICE (АА) (с сох ab cos уа. 
En particular, si Д ABC оя regular, ontoncos сока 


" 
sos Û = cos PEC 

Ejemplo 9. En T trapecio rectangular ABCD los 
Ти а perpondiculares y la razón 


[UE а 

D 

D‏ پار 
Fig, 3.8 Fig. 3.9‏ 


entro Ias longitudes do las buses os JBC]: JAD] =A. 
Hallar la razón outro Jas longitudes de Ins dingonales. 


A Donotomos Ab, = AB (tig. 3.9). Entonces, 
00-04 00-м, Вђ=а—0. 
(й, 7-0 y (AC, BD) =0, es decir, Om (4.34, 0—0) — 


== М (1 А) (a, b) — Ñ = аа Uh. Do oste modo, 
A y la 


Según la condición, 


azón buscada os 


14C] 


BD| = V (AC, ACDD, Bby- 
" V а, 5410) 
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Ejemplo 10. Determinar ol ángulo entre las diago- 
nales [4С] y 180) de un cuadrilátero convexo ABCD 
si ABA CDI = [RCI LAD. 


A Dosignomos 4 DA, t= DB, ¿=DC. Entonces, 
AB= Ta BC = ê—Ë y, sogún ln condición, Ü— 4) + 
ee (E+, os decir, (s. 5-6 ?). Por oso, 


(4б, Bb) - 6—1, —1) aja 5-6 3) 0. Por tanto, 
las diagonales [AC] y [BD] son perpondicularos. A. 


Ejemplo 11. Expresar el vector do la hisoctriz T= CL 


do un triángulo ABC modianto los vectotes 2==CB y 
7 СА do sus lados y sus longitudes a= [a], b= 1. 


у M 
A Los ángulos ACL y LCD (fig. 3.10) igualos 


y dobido n osto son igualos sus созопоя; : ШП i= 
(Da ÎD, o son, O= (а — Ва, D). El punto L 
divido el sogmento |AB| on wna razón (dosconacida) 
A= |AL\: 148], Por eso, 1 (2 DIS +4) y, por lo 
и 0= aa, h- da? 4- Val — Ab (a, B). Do osto modo, 
= a (ab— (а, PVO (аб—(а, D) <= a/b, yn que ab (А, Б) = 
кын al y 


riz (CL) 


es do sus 


^ Болой 8-08, dnd. Entonces a= Ja], 
т аў: 
h= jbl. Por la fórmula del ejemplo 44, CL=(h4- 
"paja 4-0). Por oso, 
СБ = тесту (ab А) 


ту (ЙЕ. 
(2a*l^--|- 2h (a, б) = 


D 
(aj? 4-2 (ab, sp = 


1 
¢ HP 


= +i, D). 
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En virtud de la fórmula (3.8), (a, 
por consiguiente, 


(1/2) (apb? — з), 


ahdar- her her 
ey cab — V. А 
Ejemplo 13. Domostrar que si en nn triángulo АВС 
las longitudes de dos hisoctricos son iguales, esto 
triángulo es isóscoles. 


Chp 


H 
Fig, 8,10 Fig, 3.11 


A Si CL] y [AM] son biseclrices do Ins ángulos 
LC y LA, respectivamente, entencos, por Ta. fórmula 
al ejemplo 12, tenemos 


ICL P = аһ — аһеқа 4- Dy 
LAM р = be — heal (b -p cj. 


De esto modo, si |CO| = ДМ |, omtoncos a — 
— acta le By = e — ert de c? o bion 


ее) и (а 0) 
EN SOLE 


Po aL (e—a) 
(TES 


ے 


Do aquí 


пе (ttnet att 20 (en) зу y 
pa (1 4 [UR ) 


=0, o son, a=c. A 


Ejemplo 14. En тиди ANC In mediana ICI 
es perpendicular а Ја biseetriz [AL] eon tal que 
сл үг LAE | n. Uallar el ángulo A. 


A Designomos 2000, ¿AC boi, е. 


М. re e 
À= @, e). Entonces S Al (26-1. е2) ОЬ |- 
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+0) (véase el ejemplo 11). Según la condición (AZ, 
EM)=0, o sen, 0=(9 200, Bem (beet 
+@—)@, 8) =2(0—0) (1 сов A). Ya que 0< 

180° so Viene de(t cosd #0 y, por tanto, 
he. [Se podía verificarlo geométricamente (fig. 3.11): 
según la condición del problema, en el A ACA, la 
bisectriz del ZA os también Ja altura y, por tanlo, 


el triángulo ACM os isósceles |AC| = |AM ].] 
De este modo, 


AÈ = (219,043, 1AL (419) (54-34-20, 
= (4/9) (202 + 20% cos А) = (8/9) 15% (1 -1- cos Лу, 
ICM fes (9 — 3p = 422 {, ©) = 2— 20% eos А = 
= 2i (1 — ens A). 


)= 


Рос consiguiente, 
па сма: AL m DAC 
A (14 соз 4) 


De aquí hallamos cos A= (0— 412)/(9 -- 4%). А 
Ejemplo 19. Bn un triángulo ABCIAC| = 1| BC] =2, 


Css aro cos (3/4), Expresar los vectores de las alturas 
cb EA AE (fg. 3.12) mediante los vecioros ar CA y 
=c. 
EE d 
A Designomos CD=h, ЛЁ = И. Los vectores А 
a= AD y Ü—a- ABÛ son colinonlos. Por eso 


existe un número £ tal que iinta. Наото 
t do Ja condición do ortogonalidad do los vectores 


cb y p 0= (CD, ab- d. $—3) = (24-t(0— 2), 
0-а) се (a, b) — a- t È а}, Do aquí 


at ab cos Û 
а — 2ab cos C 
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esto quo 
h (0060) 


Î¬ 26. + СЕ puede represent: 
= аА, donde el número A se determina do la 
condición (J, 3-0: —(@, Бу А-0, es doc 
A= (т, у (aros С) = 3/8. Por tanto, Î 
103/8). А 

Ejemplo 16. Demostrar que en el iriángolo las alas 
ве inler n en ми punto. 

DEn ol triángulo АЛС (fig. 3.13) tracemos las al 


ICMI y IRPI у meliante O designomos el punto de 
scelti. du Mni. rectum (CAD y (UP): Dará demostrar 


2. Por consiguiente, 


‚ Análogamento, el vector 


iso en la forma Ñ= 


aE 


с 
п 
£ 
% 7 i 
^ A xm eS URP Д ^ 
Fig, 342 Fig. 343 


afirmación del ejemplo hasta estallerer que la recta 
uo es perpendicular a la recta (IC), o sem, (40, Су = 
. Denote nos п = CA, Ch, AO. Entonces, 
жЕ ы on ан -t h = È — 
n do altura 100, Ай) 0; 
0. Do aquí (т, a) — (5, Ù) = 
. Do топо análogo (00, СЛ) = 0, es decir, 
-a 0 = 0. De aquí ma a) = (a, 0) — De 


. Segün la Чейне 


(5 D) у, por tanto, (т, 0) = 
L| 


esto inodo (т, а) = = (т, a) 


= 0, o sen (40, С) = 
Ejemplo 17. En wn Letr regular ABCD los puntos 
E. y E son los puntos meilios de las aristas 1401 y ICA), 
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E 


respectivamente. Demostrar que los veclores AD, 
pea 


CB son ortogonales dos a dos con tal que | FE | = M ч 
A Dosignomos 2=DA, 0 DB, c DO, a= file 
"a ME a E 


= 01 = fa. Como (д, b) (à, e) =Ü, =n, s se lieno 
(2, Ñ б, 3-6, deme. Por lo tanto, (45, ы 
=(—a, A б 3)4- (4, 2) 5 0, оя decir, №100. 
Luego [24 Fh 1 BD- DE - (1/2) Ch — DB. 402) DA 
—(1/2)(% Л, + (1/2)a = 4/2) (0—00). Por eso, 


irr = (1/2) Га —®—с|=(1/2) / Abe, 400 = 


= m y ma a e 2, 2 (a, 91-20, 9 = 


= (2) Y/ лао 2s, 9) pega 


2 
n fin, (FE, 4) (3 (Îî, 9) MD 
= а 
+ ба, 9) 4- б, 2)=0 y (FÊ, С) (4/2) (i — De, bc)= 
= 
= (1/2) (@, 0) — (а, c) =e) 0, os docir, FEL 
LAD y FE LCB. А 
Ejemplo 18. Los puntos E y / son Jos puntos medios 
de los aristas [AD] y [JC] de una pirámide ABCD. Do- 
mostrar que Jas ignaldades | BD | = | AC |y |42 |= 
CD | se cumplen simultáneamonte si, y sólo si, el 
segmento IEF] os perpendicular tanto а [2C] como a (4р1. 
C) En calidad do los vectores hísicos_escojomos 


a ED, i= EF. c= FC. . Entonces, | b= BF A. РЁ+ 
ар, Аб = AE CEP FC a+b HR Por 
lo tanto, BD] == |AC| cuando, y sólo cuando, -b+ 

paye adhe, o bion (vénnso los ejemplos зуп 
rulo anterior) (б, 3-7) =0. Análogamente, AB = 
-4-b—c, CD Сау la igualdad (42| = 101 


del 
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es equivalento а la relación (0, a—7)=0. De este modo, 


UID| = | AC], G, 3 1 (0, 0-0, 
| \лв|-—|ср 77 l G, h= (b, бо RE 


Ejemplo 19. ln un tetraedro regular ARCO Тоя puntos 
М y E son los puntos medios de las IACI y 1481, 
rospoctivamento, Л es ol punto de intersección de Tas me- 
dianns do la cara BCD. Hallar el ángulo entre los vectores 


ÑN y DE. 


A Designemos a= DA, b = DB, ¿== DC, a = [h| <> 
== |Р} = je]. Entonces, 


(a, 0) e (à, ©) e= 0, c) == 0/2, DE — (1/2) (a 


Би 


(2) (а 4-0), DN = (213) (1/2) ei- cun ë (9 
Por ew, AA = DA — DM 
(6 ү нуе im — 2/4 c 


LH Lea IDE|- (12) Y, 
Por la fórmula (3.14), 


(DE, ATN)  —(12) (34D, Mee 


= — (112) (322-4 (a, 0) 4- (a, 2) —2%4- (0, aem. 
m £x 
Por consiguionto, si z= (DE, ATN), entonces, 


E, MN) — fh pA 
cos qi A 0 йш, 
IDE) pap C 302) (9/2) " Ps 
ф =:180° —áro vos ivt Ж 
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Ejemplo 20*. Los puntos E y F son, respectivamente, los 
puntos medios do las aristas [AD] y [ЛС] do wn tolracdro regular. 
ABCD, Los puntos M y N so sitúan оп los segmentos [CD] y [ЕР], 


LS EN 
respectivamente, con tal quo ж = ANC = 45°, B = p = 00°. 
¿En qué razones so dividen los sog- 
mentos [EF] y [CD] por los puntos 
Moy N? 

A En este problema dehemos 
calcular muchas veces productos 
escnlures; para esto es cómodo tomar 


т: . 3.14) en 


ы кь ы‏ سے 
AD, V-EP, c FC (fi‏ = 
calidad (о los” vectores hásicos. Sca‏ 
dra | |. Conforme al resultado del‏ 


ejumplo 47, los vectores a, D, c son 
ortogonales dos a dos: (a, 1) = (à, j= Fig. 3.14 


(0, доу =d, 1bisdy2 
Бодап la condición del problema, 


oros A y Ji Lalea 


ج جب ج ج 


CARO е а — DA А, LAN зей 
MEN) = M d. (uo XR TA (и — A) (8, 0) 42803) x 


x(a, DAMA AA) (0, €) 38d? 4- (t — Ада 4- (0 A = 
хя Mz A s, e) d - M24 C y 
mo: 2 Qm, QT - 
CD«sa—b—e, | CD | s | AD 2 [0 | =d, 
Luego, 


(REN, CD) e (КЕ к А) DA (АУ, mi 


ee Na — (iA) B (1A) @ em (4h д 1) di 


EFL S Vea V/3, Gr 


-QHRQ-MPRUTAS = 
=(P —A) T = 2( 3) dt. 
Según la condición del problema, tenemos. 


ES ZN 


tose 


niu 
(MN, CM) 43—281 
aa IA 
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y 
ZN AN t -> 
vos Pocos NIE = — nus MF — — eos (АГА, ET) = 


2011 


Тү (3.16) 


llamas 


= E эша jo ADS 
weh 20-0)" 


wto, A—pta=(1—24) cos (2, 

oida A se halla de la cennción (3.1 
(1— 22) cos В/(сон -— È cosa) 

V 24-6 — 23) cost P/(cos б— V поз a) 2 А) 


V3 соз a) — eos 
2 vos [i —2V/ 2 соз 
ҮЙ cos a). Alur 


Blovando dos dos miembros de (3.07) ul enadrado y divid 
entre cost р 00 hallamos 4A3—4A-]- 2 = (1—20) sen? (cos fj — 
И со), o 


m 


(1 — Dj A2 ААА ш oia" (=: 


(соз B- VŽ cos u)? 
San р (cos И сова)" 
Como se deduce de (347), lus números 4-24 y ояр 
— И? созо tienen signos iguales y por eso 1--2A= (conf — 


— V Bons a) V son — (oos — V сюз а}. Las relaciones busen 
das нөн Valen: 


1см AA) 
ADT TTR = 01299) = 
Из (eos V Econ a^ -- (cos — 1/2 озо) 
V som P—(cus fi — V 2 cos а) -- (cos f V Z cus a) ' 
FMI on 
AMET d 


Ejemplo 21%. La longitud de la arista do nn totrnedro 
regular ABCD os igual а 2d. Mallar ol radio do Iu esfera 
que pasa por los vértices A, /), ol punto medio F de la 
arista [BC] y el centro K do In cara ADC. 


A Empleomos la baso introducida on el ejemplo an- 
terior (fig. 3.14). Sonu O ol contro do Jn мот, OP 


= aa- yb aze (x, y y zsm todavia desconocidos), Л, 
radio buscado. Tenemos: 


DA оа РА. (&—1)й4- (у —1)Ё. 


OD OF A FD... (e NEA — 1) 4-6, 
CK = (2/3) CÊ = (2/3) (0%), ОК = OF 1 FC 4- CR = 
1- (y — 2/3) 9-4: (2-6 1/3) c. 


ES 
Según Ja condición JOA]? ue [OD]? «= [OK P= [OF [3 e. T, 
lo quo lleva al siguiente sislema do couacione 


(11942 (y — 0) 28 = u?, (ж--1)%-1-2(у— 1) 41 22 == 
= 0%, 242 (1—5 Ya (2 { 


а 4-00 4-22 = ий, 


2 
=w, 


dondo w == Rid. Restando la segmwda ceuación do la 
primera, hallamos 2: = 0. Кышы la cuarta ecuación 
to la, primera, obtenemos 1 — 2z 4-2 — áy == 0, o son, 

/A. Se queda el sistema: 9/8 4- 2? = 1%, 1/72 4- 
Y Te UB к» wê, Rostando una ecuación do otra, lia- 
Hamos z = 3/2. l'or consiguiento, 


R=dw= d V EFDA = 3 60/4. A 


Ejemplo 22. La Daso de wn prisma Liangular recto 
АВСА С, os ol triángulo isósceles ABC! | AC'| = 


ҮНС | = а, Û = 90”. Los vérticos ЛГ y М do un totra- 
edro regular MAPQ osián situados en la recta (CA) y 
los vértices P y Q on ln rocta (431). Пайаг: a) el volne 
ттеп del prisma; b) ol volumen del tetraedro. 
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A Desiguemos a = СА, b = Ch, € = CC, (ig. 3.55), 
IDOL, he |©]. Según la condición, (u, D) = 

$20 а= iba Sen E y F 
Jos puntos de los segmentos [AN] y ТРОЇ, respec- 
tivamonte. En ol ejemplo 17 езій demostrado que 


ü 


PA C 
Fig. 3,45 Vig. AAG 
LMN | = r = | PQ |, 1 FE | = V3 y 0 = (QNIN) = 
урна Ie 
= (ЕЁ, MÍ) = (BF, PO) y, por consiguiente, 


(AB, СА) = (EP, AC) (EP, AB)= 0. (3.18) 


a) Do la condición ( 
om tenemos que а 
Por lo tanto, he 
igual a 


AB, CA) =(— 
7080), os decir, —«% | А? .0, 
ED volumen del "prisma Vj, es 


a ГАЈ n i 
> 


Vor = hS ane = ћ 


b) Sen que los números н desconocidos) A y p 
son tales que Св ACA, A GA д Ua coli 
ch ERN AP e. КАЙ e Cod TLS (а colimentidad 
do AË y AB). Vntongos EP « EC CA AF (A 
— 1) 24104 (2). Do (3,48) tenemos 


idad de 


Ve (ER, CA) e (И — 3 — 97104 (uE, dC) 
(li) d 4- (n — X) @=. (0 — 24) d, 0e (EF, AD) 


(А) нба (и А), atike) 
a 1084-14 (i X) em Op — 1) a, 
o son, A 1/2, p=3/3. Por eso. EP — (1/6) (64-20 —6), 
VERI Lia Ët V. @+%—, a+ Do = 


= 6) аба 


=YZ|EF|=aY 3/3 y el volumen dol tebracdro Vir 
os igual a 


Уш = (1/8) (г V 273) (1? V 3/4) = r° 2/12= аз V 0/408. А 


Ejemplo 23*. En una pirámide МАРО los ángulos ОМА, 
LMNP y ZNTQ son rectos. Los vértices A, D, C, D dol tolracdro 
fogular 30 encuentran, respoctivamonio, m ‘las aristas [M], 
INPI, INOI, (201 do la pirámido AN PO. Las rectas (AD) y (Nj 
son paralolas, allay ln razón do los volúmenes dol Lotrnedro regular 
y do Ja pirámido, 

A Son Д 1а base de la perpendicular bajada del vértice Q al 

4 > 


э рр >” сы 
plano MNP (fig. 3.10). Asignemos À= QR, m e RM, n = AN. 
Y к= 
(m = (MQ -+ п) = 
> i ч, 
= (MO, MN) = 0 yu quo ón» = 00°. Por lo lanto, los vectores 
Î, m, X son ortogonales dos a dos. Sogíit la condición, (PN, PQ) = 
Pe к EE ы ОР н S 
= 0, Como (PN, T) = 0, lonomos (PN, РЛ) = (PN, PO -+ һу = 


=a Y 0/6. Por consiguionto, r= 


Enton Ñ, Ry=0. Luego (m, n 


— 2 
0, Igualmente, según Tn condición, (Р, n) = 0, Pues, en ol 
cundrilítoco PRAN tros ángulos (ZMAN, ДАМИР, LNPR) 


e 

son rectos, Por tanto, PRAN es rectángulo: PN = RM = m, 

"dr م‎ 

RP = ATN = п: Yo que (AD) | (MA), oxisto un número ж tal 
C ا‎ р CLIE A шй 

que PB = PN = am, DÀ = 2PM = z (m — п} y, on portione 


> e 
lar, AD = zi. Los puntos C y D so sitúan en las aristas (QN) y 
10], respectivamente, y por eso existen nümoros y y z talos quo 


Жо, оа aa as DS 
QN = ya, QD = 200 = z (04 л}. En par- 


ticular, CD = (z — y) À == ym de (z — y) п. Conforme a la pen- 
piedad do aristas cruzadas del tetraodro regular (véaso el ejemplo 


47), (AD, CD) =. 0, es decir, (en, (а — y) È — ym A y) se 
== (a — y) | R= O, Puesto que | AD | = хр 10] 0 so tiono 


viny 
— a, o son, (CI) (МР) (Mg. 3.16). ixpresor 
las aristas En deseo ИЛ feline 


TAS 


Ann, 


=> me pd Я 
АВ (y) а ad y = 1)я, 


AC AI (ус (= Gre ue 


s sus 


no AIC es un Metraedro regular, las longitudes de Lon 
aristas son iguales, Por consiguiente, al asignar А = |Ñ |, m 


Mh, ns Dh, а зә | AB], Megamos al sistema do ccnaciones 


e, at ss yh, a? sm (y — rat 
deum тё A (e ا‎ у 0 а, fes (у — ела 
ob- кат A- (у س‎ A) аа, ates (у — a etm) |۰ 


dd y — ues 


estando la quinta ecuación du Ja tercera, oblenomos (y — 2) «= 

^, es decir, y (y — 22) = 0, Como [CD | = ут [92 0, зе 
Viene y ya 0, Por lanto, x. estando la cuacla ecuación do 
la Coreern, nblenemos z (r -]- 2y — 2) = 0. Ya jn r 0, enlonc 
Uis r-l 2y — 2 се Sz — 2, es docir, z= 2/5, y =4/5, Ahorn 
ра e, Л, m, п memos ol sistoma (о ocuaciones а? =: 412/25, 
a? m {(и%/25, at 109/25 A 400/25 A- 1/25. Do aqui um 
=a (5/2) a, m = (5/4) a, h= (S/V D а. Tenemos 


e 1р 125 
TES Vera ا‎ [En] a E qo 
Yaney gy Va a(g) TIN 


уре so tazón scada do los valámenes vo Y uc? Vater = 
I: 125, 


Ejemplo 24. Dados un rectángulo ABCD y пи punto 


М. Mostrar quo: а) (ATA, MC) = (EB, MD); b) JATA 2- 
4 MCI MPRA | MDP. 


SR S р =% 
A a) Son que ЛВ 0С m, BC- ADD, AM en. 

1 de эр, СС w 

Entonces, (a, 6)==0 y (MA, MC)— (ACB, MD) = (2, 


AS 
—(@— (4, 2) - (z, D) 4- (2, 0) = — (2, 0) 0. 

0) Tomándo ен consideración a), Louomos (MAI + 
+ ME — bp — DI = (АТАР 2012, AO 

3 Gp) — QR m 20070, MD) + JD]? = AC? — 
- BD = (G-D Ba =A (a, 0) 0. A 

Ejemplo 25. Los puntos A, 7, C, D dà un espacio (pla- 
no) н talos quo para EU punto Af dol espacio 


(plo) (AJ, CM) s (BAT, DAT). Demostrar que ABCD 
es paralelogramo. 


A Dosignonos. b= = Ab, c= AC, da Ab, ra АЙ. 
Bn tonces, CM = ie; ВА, Dit ed. Segün 


la condición, para cualquier vector 7 (dol ospacio о dol 
plano) so Liono 


E, 0-0) 6 (0, T— d), o son 
€, dsd. 


(3.10) 


Е es igual а б. 


Demostromos quo el vector 
Supongamos lo contrario: 0. Entonces, vl vector F= 
a A satisfaco Ja igualdad (7, 79= Ф, Шу, lo que 
a 
contradico а (1.49). Así pues, 1-0, os decir, ДВ 
ide AG Яр = DO. ror consiguionto ABCD os 
paralologranio. Haciendo on (3.19) 7 = 0, obtenemos 
(0, 0) 520, o son, ABCD no es rectángulo (confróntoso 
con ol ejemplo 24). А 
Ejemplo 26. Seam O centro do wn п=-йдопо regular 
Aida <... Anido А ма punto arbitrario, Mallar In 
umgnitud 
[D 2 [Mu Ae Д Mes ИА 
МЕК; E na EAST 
cuando 1041 | = 1, 104, LS à 
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й, 7, Dän 
1,2, 0. п, [Mz 
SCAN 
Por lanto, ЛОЛ) =n (24-10) 2 (9. 


n (4. R2) (la suma 7, 
сөк de in n 


A Asiguemos r 
{Г} pen 


1- 1,2. n 


dado. 0 
de los radio vectores de Jos ү 


gular соп respe 
Ejempl 


m- y n-úgonos rogu 
modo que la distancia о! 
Los radios do las nferon 
de los polígonos son, respoelivame Lo, е ary d. 
Todos los vértices dol m-ágono sc unen con todos los vén- 
cos del n-ígono medinute хоре Hallar la sun 
н los ewadrados de las longitudes dle lodos. ostos seg- 
mentos. 

ASen O y O' los eentros y Apish ану 
Hj 0,2, sus m, los vórticosalol meigono y el m-igo- 
no, respeckivamento, Sobre Та base del resultado del 
ejemplo 26 para cualquier 5 1, 2, ., om 


FU) BA A Д Вуд 
=2(108,12-)- 18). 
La sima huscada о es ignal а 
o HS) ES A S) 
ss anni (18,0 124- 2,0 M 10| == 
mnê nf (Ba Ba cos Bs О). 


irtud del resultado dol ejomplo 26, aplicado ul m- 
опо regular WBa +. > Bea Bs tenomas / (By, Bar « 
m (1007 V . Por- ово, defin 


mento, o = mn (IP -|- d? 4 7°). A 
Ejemplo 28% strar que si A, D, C son los 
ángulos dol taiángulo ABC, so cumplen las desigual 


dade 
{) cos 24. со 2h | cos 20 > 4/2; 


9: eos A je А cos С 


E] Soan Zp a 6 veclores unitarios arbitrarios, a= 
A Ed 

edo B= (Cas бу), t = (Em бү}. Transformando la 
desigualdad evidonte (2-2, 5 03)2220, obtenemos 3-+ 
3-2 (созо -- cos ф-}-сов y)>0, о bien 


cos а -|- cos [ф-{- cos yz» — 3/2. (3.20) 


1) Si A, B, C son los ángulos dol triángulo, 42» 0*, 
B>0, C-i9 —A—B2 0. 

Sin limitar la comunidad so puede poner PEE 
< 007. "'omemos vectores ej, Фу, Ca talos que e, so тойон 


Vig, 247 Pig. 3,18 Fig. 3,10 


de 6, mediante ol giro ilol ángulo 24, y б se obtiene de 7, 
medianto ol giro del ángulo 2% on el mismo sentido 
(lig. 3.17). Entonces, a = 24, В =2 y y=26, si 
Û < 180°, y ү = 300 — 26, зі C o9 90". Por eso 


cos 24 e cos 28 -l- cos 2С = cosa + cos] -- cos y > 
>-—3M2 |wénse (3.20)]. 


2) Sen ABC triángulo dado, Pongamos e, = 47/142 |, 
€ = BEN BC |, су = САД СА |. Entonces, ж = 180° — 
— È, B = 180° — C, y == 180° — А (fig. 3.18). Susti- 
iuyendo valores en da desigualdad (3.20), oh- 
tenemos — tos h сол (24 — сох Á > —3/2, es decir, 


cos Ade cos B -| cos C < 2. 

3) Mediante O designomos el contro ile Ta circuntoren- 
cin inserita on A AC. Vagainos e, =+ OA/LOA |, e = 
= OBIAOB |, ОС OC 1. Entonces (fig. 3.40) a = 


457 


= 180° — (1/2) Â — (1/2) B = 90 | (1/2) €, р = 904 
| (U2)A, y = 00% 4 (H2) Н, vos = — son (C/2), 
cos f == = son (4/2), cos y == sen (0/2). Por e 
(3:20) tenemos: son (€/2) 4 sen (4/2) | sen (1/2) < 


de 


Ejemplo 29*. Dentro de un tetraedro ABCD está elegido un 
5 P P3 ИМ 
punto O. AL designar sy = Af, а, = AÑO, ay = AOD, ш n 


AN ZN 
а, = HOD, а, = COD d 
j, existe por In inm 
b) no es menor q 


vi os Ángnlos aj, 
по тя mayor que 


idos eun OA 


А n) бем, г, 


e ку 
OB, OC, OD, respect 


mente, Entonces, (7, -l 73 E Fy -I- e 

m0, о bin 44 2 (оа 1 
cos m. 4 + + le соз ау 25 0. 
Por esos si tados los ángulos a; 
fueran mayores que ar (13). 
es decir, Coa 0 ll: Я 
2,... 6, entonera obtondriamos 
În conitadieción (12 44-2 (608 o -l 
+ сох од AS 
RAT Эи A/A) ma O; por tan- 
do, omtre dox ángulos: «ty oxisto 
imo que no ts mayor que 
(3). 

b) Low vecluret op rn em ea 
mm son Jinealmeule dependientes. Por 

со oxialon homer s, у, т, f 

Ule que dat dest b nm y 


aey de pes e zea d try (121) 


Hemostromos qve todos los mímoros a, y, z, £ Henen signos iguales. 
D o, el punto O so encuonira deniro del tetraedro, por eso el 
plano A que pasa por los puntos 0, A y B corta la arista [C] en un 


punto interior M (fig. 3.20). Los oxtronios do los vectores ea y ту 
por distintos lados del plano P si ponemos quo todos 


los voctoros ej, су, eg, 4, 80 tengan partiendo del punto O. Designando 
in recta: (0C) por 1, obtenomos quo el vector I 7, = а so difioro 


do сего y es contrariamente dirigido n) vector ej. Por olro lada, 
ido la igualdad (3.21), al tomar on consideración In relación I^; 


= WEE = y al proyectar sobro 1 poralolamento а P, lenemns 


6 (3.22) 


26 da 
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eros z y t no son iguales n cero: si s = 0 (t = 0), de (3,22) 
ce que f= 0 (z= 0); por consiguiente [vénse (8.21), 

> 0, 0 sen, dos vectores e, y re son colis 
ible, Los vectores гу y п воп contrariamente 
dirigidos. Por consigniento, z y t tienen signos iguales [vónso (3.22)1. 
Análogamento se demuestra quo æ y £ (y y £) lienen signos iguales. 
De esto modo, ados los sois тїтшөгөв ey, әз, т, ye, yl, ас smt posi- 
tivos, 

Si suponemos que todos los ángulos e < arccos (—1/3), es 
decir, cos ap > 1/3, E 1, 2, ++, б, entonces Zay u б) = 
= Day cos m > —(2/0) ry, Análogamento, 1 
Dar соя ty > (2/3) эт, 2st (j, e) > — QU а, yz (a, е) > 
> —(M3)yn 2 (a е4) > БӨ т, 2st fea, 4) > — (2/2) zt. 
Por esa, do Jn fórmula (3.20) hallamos 


е) = 


O= (AE e n egre atn 
aI 2 (rw En Ey re б ўе Ga PA h б» T 
б чен Y bat Ga WN m rt etd n — 
— (2/9) (ry de re dent A yz yt de 2) = (173) (n — 0 


e (e — 3? (к — D de (y = n? (у — D de 6 — 09 2 0, 
Resulta la eonteadicción. A 


$ 3. Proyección ortogonal en el espacio. Ecuación 


vectorial normal del plano 
Sea 1 una vecta on un espacio. Llámaso proyección 


ortogonal Tlo,M. de un punto M del espacio sobre la recta 1 


al punto M* = И (M), donde P es nn plano porpendi- 
entar a la recta 2, En otras palabras, M* = M si MEL 
y M* es la linse de la perpondienlar bajada desdo ol punto 


М а la recta 1, si Af q 1. Son à wn vector, Por delinición, 
so llama proyección ortogonal del vector a sobre la reda 1 
TP (a). Wallemos Ja expresión explí- 


al vector Пош 


cita para Mojo. En la recta Lolijamos el punto M y, par- 

tiendo ilo 61, Lracemos el vector AN = a (fig. 3.21, а, h). 
ашу" 

Entonces, Toja = ATN*, donde N* = Пац, Al desiguar 


x = MN*, у = N*N, obtenemos 


ГҮЛҮ 


з) 
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= Ñe. Vara 
dox miem- 


Son о vector director de la recla 1. Entonces, 
hallar A muttipliquemos de modo escalar lo 


bros de la igualdad (3.23) por € y tomemos 
ción que, según la definición de proyección orlogo 


punto M (у, v) = 0, Tenemos (a, v) = A (e, с), ex decir, 
do (1,24) 
E) 


Hom = 


а iren 
л 
Sen Ф cierto plano en un espacio. Se denomina pro- 

yección ortogonal Mog (M) del punto M sobre el plano P al 

punto 27% = Tf (47), donde 7 es una recta perpondientar 


al plano P, Do esto modo, Af* = ЛГ si MEP; Mos 
Ja base de la perpendicular bajada desdo el punto M 


sobre el plano P si M ¢ f. Si n = es un vector por- 
pendicular a £ (o son, vector director de la recta 1), en 
virtud de la igualdad i 


a Wo (2) 4-M/ C) 
y la fórmula (3.24) ohtenomos 


- ae б (3.25) 


ИШ 


Io ja = a (3.26) 


Qn) 


dondo Toga cs Ja proyección ortogonal. del vector a` so- 


bre el plano P, о son, el vector Mo pa = Ho salo, 
MN= 
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Ejemplo 1. La longitud do la arista de la hase ABC 
de un prisma triangular rogular ABCA В,С, es igual a a. 
Los putos M, N, P y О son los puntas medios de las 
aristas 1481, [AC], LAC, y IC], rospoctivamento. La 


Jongitud de Ja proyección del vector MP sobro la recta 
(М0) es igual a a/á. Haltar la longitud do la altura dol 
prisma. 


"m 
ASogún 1а condición oy M 212 (M P, NGING? = 
=0«%/16 [убаво la fórmula (3.25). Como los vecto- 
d WEE MEE cer ieu 
ves básicos tomomos а=» A, b= ВС, c= DD, Enton- 
cos, |a | e [B] = а, fa, È) = a2, (п, с) = Ë, c) 0 (ol 
prisma es regular). La longitud buscada A = [с]. Yn quo 
М? = que NO = Ca 4-8, soLiquio 
„ш E AUS -> 
(MP, NQ) = (1/4) (a, È) + È = h? — a8, | NQ P= 


з= (1/4) а? -|- c == h? 4- a?/4. Por consiguionto, para la 
variablo z = hê, lonomos la ecuación 


(MP, NOY = (2—08) = 
= (42/16) (= 4- a?/4) = (22/46) |NQI*, 


о bien a? — (5/16) oz = 0. Puosto quo ж 340, so tiono 
h? = (5/16) а?, os docir, h = aV 54.4 

Ejemplo 2 (ccuación vectorial normal del plano). En 
un espacio soan fijado un polo O, ologidos ım númoro D 
y un vector no nulo A. Domostrar quo ol conjunto f do 


lodos los puntos cuyos radio vectores satisfacen la ecun- 
ción 


N 2 D. (3.27) 

es m plano. Señalar su posición on ol espacio. 
OConsideromos el punto A con {ol radio vector Fame 
= МА Р (fig. 3.22). Puesto quo (r4, Ӯ) =й, УМ P= 
=D, so tione que A € $. Mediante | designomos 
una recta con el vector director Ñ trazado por ol punto 
A. Sea М wn punto arbitrario de P con ol radio vector 
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«La igualdad (ry, Ñ) = D, equivalente a la igu 


— Fas Ñ) = 0, so compl a si, Pu — ra = 


junto $ si, 


10. De est modo, el punto A pertenece al con 
sólo si, se encuentra en nia recla quo paso 
por el punto A porpendiculuemonte 
la тоса L. Empero, el conjunto $ de 
lods estas vectas Пена ol plano que 
pasa por ol punto A y es perpendicu- 
lara L R 

Así pex, (3.27) os la ecuación do 
un plano # en el espacio. Esta ecun- 
ción so denomina ecuación normal (оссе 


torial) del plano P. El vector Ñ so 
donomina vector normal del plano P у 


Fig. 1.22 so dice que Ñ es octogonal (perpoud 
cular) al plano f (o bien el plano 


mds 


es ortogonal ul vector A), Subrayemos una voz 
amo al decir que ol plano $ so da por la ocnación (3.27), 
so sobreentiendo (aungue мо so da indicación expresa) 
que on el espacio está fijado un polo partiendo del que 
registran los radio vectores » de los puntos dol plano P 
qmo satisfacen Ta igualdad (3.27). 

ойо plano ® puede describirse mediante la ecuación 
vectorial normal. Para esto es nocosario fijar un polo O, 
un punto My (ro) del plano P y ol vector director N 40 
de una recta Ё, perpendicular a $, Puesto que un. punto 
, y Sólo si (on virtud 


М Û) so encuentra en ol plano f 


de la perpendicular Lal plano Ф) los veclores Afa = 
== 7 Po y Й son ortogonalos; M E # si, y sólo si, 


0. (3.28) 


а (3.27) si designamos 


Es ovidonte que (3.28) traspas 
D = (ro Ñ). 


ону = D, donde [5 | == 1, se denomina 
mada. (vectorial) del plano, 
Hallar la distancia d do un punta В con ol 


по vector Fn а un plano $ dado por ia ecuación 
m № =D. 

ASoa Mi la base de la perpendicular 1 bajada desde el 
punto B al plano. f (fig. 3.22), son A un, punto con el 


radio vector 74 = DAN f, Entonces Ñ os ol vector 
director do 1 y por la fórmula (8.25) tenemos 


£ ox пее" 
d= Ton АЙ-ЯЙ, йн MER Ts D 
INI WI 


En definitiva, 


ie En D Ж (3.20) 
INI 
Ejemplo 4. Hallar Ја proyección ortogonal de nn punto 
В (С) sobre m plano P: (5, Ñ) = D, 
A Сото se ha observado on el ejemplo 3 los puntos 


Qu По y A(-22-) ostán ligados por la relación 
їй» 


BQ = Vo DA = ба Ñ у DE B) j 
ma Ы 
Por consiguiento, 
пе 0 2б 0 у 
ШЫ 


Ejemplo 5. Hallar la distancia ô desde un punto Af 
con el radio vector rjr hasta una recta L cuya ecuación pn- 
ramótrica, cs F = Pp -- dt. 

A Soa M* == TloM; Ma cs un punto do In rocta Гу 
voctor es 7%. Entoncos (fig. 3.23), AT,M* = 
AUG. OI tu ү reme s cte! ج‎ 
SUMAT = (MM, ayala, а), MEM ~ MVM — Ms = 


Pg ed чота dd 
=Ё—(а, баа, а), dondo b M,M T, —7,. 


su radi 


ие 103. 


De esto modo, 


[EJ 


зи ГЕЛЕ c» HE 


Е 
б= î mi 


(e 
2/7 A (a, Dt 


al — (n NFPA 


Ejemplo 6, Escribir la ecuación voctorial patamólr 
de la recta 1* quo os proyección 


(ortogonal) de мна recta 4 Y = 
=r ro + al Fx un plano f: 


MAN 


Aii M un pe 
X V rio de Ja rosta 0, ry = ro | 


0 at su radio vector, Q proyec- 
Fig. 9.23 ción ortogonal dol punto M sobre 

ol plano P. Por la fórmula obte- 
m en eb ojamplo 4, se tiono 


э arbilra- 


(ha EN 4,‏ س Gu‏ ق 


NP zu 
а (3i LD А) e 
Wn 


Cuando £ recorre Lodos los valores venles, el punto Af ro- 
corro boda la recta 1, y el punto correspondiente Q, Laida 
la ronta /®, Por consiguiento, 


А (Re 2-62 y), 


dondo Ё=а— ED Ñ, гел, counción paramótrica do 
NI 

la recta 2%. A 
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Ejemplo 7. ПаПас la proyección ortogonal do wn punto 
M Çu) sobro una recta l: F= m + at 

AConservando las designaciones del ejemplo 5 
(fig. 3.23), tenemos 


Mai + MAD a 
lel? 


Ejemplo 8. Escri 
por un punto M (rw) y corta ortogonalmento Ja rocta 
1: p 


r la ecuación do Ia recta 1% que pasa 


«b at que no conltiono M. 


Ala ecuación do I* 097 = rr Y Üt dondo Û = AFM *, 
M* = IM (ig. 3.23). Sogún la fórmula dada on ol 
vjemplo 7, so Lieno 


ГЕТЕА 


(мге 
\а 


н (ту, m) = 4/2 
scri la conación vectorial nor- 
mal del plano. (82,C,C). 


ABI vector normal V. dol plano $ 
(BCC) os colineal a la biscotriz Fig, 3:24 
14Q1 dol ángulo Z BAC (fig. 3.24). 


Por oso so  puodo tomar = 
ARA 
consiguionte, Ја ecuación dol plano (BB,C,C) tiene la 
forma (7, 1,4%) =D. Queda por hallar D, 
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La distancia d 
(BB,C,C) so de 


= | AQ] а V 3/2 del punto A al plano 
9): 


vmina poe la fórmula (3 


2L — a, Pio DI- 


Do aquí D Fa, 1) 4- Q4, a) d a V2. Como ol punto 
А so encuentra en el plano (А А,В), so tiono (7, Mie 
= Юу. Análogumonte (Fa, n) = D,. Do este modo, ol 
problema tiono dos soluciones: ÀP, 4,4 Pa) e Du 4- D, 4 
da VUA y (7, туе) з= Did- Dya VI, que c 
iresponden а dos posiciones posibles de los pris 
ЛСА, В,С, y AB'C'A SC, (fig. 3.24). А 


Ejemplo 10. Escribie Ја ecuación de lu rec 


rel 


corta ortogonalmonto dos rectas no paralelas l: 
dat y Li Tsn tbr 
AM problema es equivalente al siguiente: hullar pun- 


v MS, es ortogn- 


tos Ms € Ly Aly EL tales que el v 
nal Canto al vector @ como al vector 


«doa rec 


Lu que pasa 


E 
por el punto Af, y Мопс ol vector difector MoM, es hus- 
cada, Queda. por hallar números ta y v, tales que los y 


lores Fa kata y Fi Un, sun radio vectores de lo 
puntos buscados Ma y My respectivamente, Hallar 
estos condiciones: de ortogonoli 
(АГЫМ, 2) == (MB, D) 0 o bien (| Dt s 

DPI (rA и, om n ala, P) = 0. Eneribamos 
sistema do ecuaciones en Ta forma 


este 


Ba (a, ea (Dr, (30) 


Ta б). La solución del 


donde c 
sistema 


Em 
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Do esto modo, la conación de la recta huscnda os 


2S (s. p 


Sistema rectangular de 
ho recta en el plano. La reela y el 
plano en el espacio 


Tres vectores unitarios perpendiculares dos a dos y 
tomados eu un orden determinado so denominan base 
ortonormalizada (o rectangular) en el espacio, Suele dono- 


в do la baso rectangular medianto Ù, ў, Y. 


ЖЕЛ 


do wn solo modo. Los nümoros а, y, = яо Mainan coor- 


ar 109 vector 


odo vector a se representa en la forma з= 


Ке 
denadas del vector à en la base (1, j, k). Sia = zi + у] 4 
-l z, во escribo @ = we; у; 2), Por ejemplo, T = (1; 0; 0), 
jÎ = (0; 1; 0), % = (0; 0; 1), Û = (0; 0; 0), ole. Las coor- 


«donadas do los vectores on la baso ortonormalizada poseen 
la propiedad de linealidad: pura cunlesquiera. vectores 


a (Qi hi д) y Û че Qi ui a) Y 
tione 


ûmoros æ y В, so 


aa p 


Do ta vvicidad de la des 


e ol Pra; eur. Pas em Pz). 


omposición de un vector según 


suma base хо d 
equivalente al 
Tw Hym Mes H = ge 


WE producto escalar de los vectores a 


a igualdad vectorial & = б 
os igualdades escalaros жү = 


endo que 
stoma do Ц 


(е а) 
= (tai Ysi 2) es igual а Ja suma de productos do las 
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coordenadas correspondientes: 


@ Ñ= жле Ча h ata 
La longitud del vector à os igual a Ja] 

[1 En ef^clo, ya que (1, j) = C, K) 
[re Iórmula (3.14) tenemos (т, 
AA 


V Cuts as) C В) E ña 


EE 
Vk yan) (i, la л 
que (а, aan 
= Vaya. mw 
En todo esto párrafo consideremos que las 
Jos ve dados en la base ortonormaliz 
ies mente, 
coordenadas y Ta longitud del 
vector За 4- 2h si à = (0 " Û = (3; 
Ala virtud do la p | de linealidad 
nadas Ña - b = (3:0 4. 2-3; 3: (2) 4 2-2; 8 
Por омо, [3o d 20e 
= Т.А 


mi 21) yb 
b < 0 = (a, P) 
m — 3 es (m 

ar Jos coordonadas del vector u 


ATonomos à 
410—3) = uh 
Ejemplo 3. | 


e que es cont 


A а V2 


lo 4. Mallar el ángulo entro los vectores a= 
2) y b=(=4 0; —1). 

PS = 

a, 9) 
141101 


A oos (m, D) s 
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Si (5 j Д) es hase ortonormolizada, el sistema de 
coordenadas (O, 7, j, К} se denomina rectangular. Si 
А les Wi 2) Y B (ys Yai Za) son puntos dados por sus 
coordenadas en un sistema rectangular, entonces 

АЙ (а ару уз за n). |AB| = AB = 
Ja — 11) -F (22 — 2). 


emplo 5. Em el triángulo con Jos vértices en los 
puntos A (3; 2; —3), B (4; 3; —3), C (3; 4; —4) hallar 
el valor del ángulo Å y la longitud de In mediana LAN]. 


A Puesto que Å es ol ángulo antro los vectores АЎ = 
19 y dC 


9 
1 
3e 
t» 
Бе 
EI 
а 
1 


‚ A=120°. BL vector 
AÑ = (1/2) du Аб) = pos o; 102), IAN = 
= ҮҢҮЛДҮ -. A = 1/ү?. А 

Dos vectores unitarios mulnamente perpendiculares 
preralelos al plano P y tomados en un orden dotorminado 
so denominan base ortonormalizada (rectangular) en el 
plano $. Suolo donotar los vectores do la base ortonor- 


matizada medianto î, 7. Тобо vector a paralelo al plano $ 
se representa de un solo modo en la Torma d = zi 4 A 
Los números æ, y se denominan coordenadas del vector à 
en la base (7, J) y s s y). Si a (e yi), 
Ya), entonces para cualosquiora números a y f 
an, + Pya), (s 0 = a + 

Lo igualdad à = D es equi- 


Js. Si 
da en e] plano f, 


ibo a == 


el plano P se 
; Ya) son puntos 


7 
A Qui gn) y UN 
las on wn sistema 


Cl 
del plano P dados por sus coordenad 


rectangular de coordonndas, A = (ta — zy: Ya — Yo), 
JAB | = | AB | = VG; а Qs — YO 
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Ejemplo G. Son dados el punto A (215 2) y el vector 


A); Hallar Las coordewadas de los puntos // y 

Gales que AW — à, AC пу 148 |= lal 

AW (ed 2) y 
2, es 


; y). Enton 


, ве tiono Jes wh 1, —A = y 
—2. Así pues, el punito 7? tiene I 


2). Son C G; p). Entoncos, AC (у 1 
Puesto que (4C, o) ‘HELO AR 
Xx  — 2) = 0, ешон (2) — 11/3. Luego 
AC | 9 |a |, os docir, Dp dq =- 2)? 5 1 
| (492, o bien (4/3) Y == 8/43) 4- (у — 2) = 25. Mosul 


viendo esta ecuación. respecta a 


hallamos Pa 


Ya- б. Por consiguiente, existen dos puntos C que 
satisfacen Ja condición del problema: C, (5 4) y 
Ca 


Ejemplo 7 (ecuación normal de la recta en el plano). 
Demostrar que, on cualquier sistent de coordenadas, Га 
vención 

de ByA С е 0, AS В 0 (3.32) 


cribe nna recta en im plano. Ac 
trico de los coofictontos A y H si el 
es roctangular, 


ol sentido geomé- 
ота ide coordenadas 


D Si M, (2; y) Y Ms Gc ) son dos puntos diferen- 
"T. por sus coordenadas on em sistema de coordenadas 
(пе no es obligatoriamente: rectangular), entonces on 
esto sistema do coordenadas, la u de la recta L= 


= (M,M,) tione la forma уба. 


enp 2] EL „ LE 


la Fórmula del 
s o Dien da Byd С—0, 
(а а), At 4 08 0, 
x 


E Y 
donde A = YY B 
€ = Ла р, B м 


@ ө (— AY з» (rg — гу а + 


es el vector director de Ja recta / dada por la ceni 
(3,32) 


Toda counción (9.32) es ecuación do una recta en el 
plano, Esta recta pasa por los puntos (0; —С/Л) y 


(10 


ola a A #0, В 350. Si A = 0, ln conación By + 
+ В 320, es conación de la recta quo pasa por 
los Ci 5 (0; CID y (4: —С/В). Ista recia es paralela 
al ojo de abscisas. La ecuación Az + С = 0, А 0, 
es ecuación do la recla paralela al ojo de nedonadas (la 


reeta pasa por Jos puntos ES 0) y [m 4)). 

Si M, (2,5 yj) es im punto de la rocta con Ja ocuació 
2), Locos Az By, l- C = 0, o soa, C = — 
— Dy, y so puede escribir Ia ecuación (3. т) оп la forma 

A (e — z) d B (y =) =0. (3.34) 


Si ol sistema de coordonadas es rectaugnlar, el vector 


aco Ја relación (Ñ, п) = A (— 
`0, с y Ñ а (ig. 3.25). El vector Ñ so 
ın rector normal de la recta 1 duda por la 
3.32). Do este modo, para la recta 1 dada por In ocun 
(3,32) on el sistema rectangular de coordenadas, las 


donadas del vector normal A son los cocficiontes de las 
variables x e y en In ecuación (3.32). La ecuación (3.32) 
puedo también escribirse en In forma 


AÑ) =D (3.35) 


y) es ol radio v 


dondo? = ( 


tor de un punto arbitrario 


Y (ez y) de la recta L Ñ = (4; 2) es ви vector normal, 
—C. La ecuación (3.35), equivalente а (3.32), se 
K momina ecuación vectorial normal de la recta cn el plano 
si el sistema de coordenadas es rectangular, y In ocnación 
correspondiente, (3.32) so donomina ecuación normal (en 
conrdenadas) de 1. Wi 


Ejemplo 8. Hallar el radio voctor z del punto común 
do las rectas i (5, N) = р y LiT —7, 4 Ut, tER, 
(м, 0) 50 

Ad 
учо 


M=D y Beryl рага m LER. бизисе 
on Ja primera de las ecuacionos, hallamos 


1 


Llán ángulo entre dos rectas intersecadas а 
nikul del ángulo menor en dos por esl 
El ángulo entre dos ros es igual a W 
(los cuatro ángulos formados por estas reclas som con- 
os). Si dos rectas son paralelas, el ángulo entre ellas 


n 
Vig. 3.20 


se toma igum а 0%, Llmaso ángulo entre dos rectus cruzadas 
al ángulo entre dos rectas intersecadas que san, respi 


dus aladas, Si 4 y Û 
do dus as, el ángulo qi entire 
Las se ЧЫК por la Fórmula 
eos qp = LG, Yu LL D T. 

Ejemplo 9. айат ol ángulo q entro lus rectas — 
Y A 30 y Bey —4 0. 

A Los vecloro "ores de las ruclas son: a == 
0), b (1; 3) véase ( 


YI. l'or consiguiente, 


y es desir, 


Ejemplo 10. Hallar ol punto A7* ( 
al pinto 27, (1; 3) respecto a la recla /: 

A Según la definición do punto 
A el vector MM те (et — d; y? 3) es perpendi- 
топ la recta Û, o sea, es ortogonal à su vector director 


*; y*), simélri 
2 3-0. 


а == (2; 1), en otros | 
——— a 

O= (MAMA, а) = 2 (5 —1)-Ь (yt —3) => 
at] у*—5; (3.36) 


minos, 


т 


b) el punto medio dol sogmento [MM*j, ов decir, 
ol punto 0 (2%; Ip (lig. 3.26), ostá situado 


en la recta 1 y, por lo tanto, las coordenadas (1--2*)/2 
y (3+ y*)/2 satisfacen а la ecuación do la recta: 


1--2* hd ЕА 
.رو بے وم اد 2— کد ےہ‎ (8,37) 


Del sistema de couacionos (3.30), (3.37) hallamos z* = 
= 9/5, y* == 7/5. А 

plo 11. Escribir la ocunción do la recta 1* quo 
pasa por el punto Mo (3; 7) y es perpendicular a Ja recta 
l z—y 4-3 =0. Hallar la distancia del punto Me 
а Ја recta L. 


A El vector normal Ñ = (1; —4) do la recta 1 os ol 
veclor director de la recta 1*, Como /* pasa por el punto 
М, (3; 7), su ecuación es 


Q.‏ 10 راه جه 


Las coordenadas (zo; yg) dol punto común Q do las roctas 2 
y I" (os docir, do la perpondicular bajada desdo ol punto Afo 
а Ја rocta 1) se dolerminan del sistema do ocnacloncs 
ta — ya + 3 = 0, та + уа — 10 = 0, os docir, zo = 
= 1/2, уа = 13/2. La distancia del punto My a 1 es 
igual a 


de |M, = V (772 —3y-E (0/2 — T 1/5. д 


Igual que en el espacio, la operación do proyección 
ortogonal sobre la roca so introduce en ol plano: si Mp 
os un punto do un plano È, so donomina su proyección 
ortogonal Ho, (My). sobre la recta L& $ a la baso Q do Ја 
perpendicular /* bajada del punto My a la recta / (0 = Ma 
si Mo € I) (fig. 3.26). Si fijamos unn recta l € $, por- 
pendicular a l, entonces, debido a quo ly || 1%, tonemos 
Ilo; (Mo) = ШМ) = Il” (Mo). Рог  dofinición, 
Job = Tl (b) para cualquier vector È dol plano P. 
Igual quo para la proyección ortogonal sobro una recta 
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bn пп ospacio so cumplen Ins igualdados 


Hob- Tog =D, si 11 dy; 


[oj] = L 
Гер 


" (3.40) 


sia сх el vector director de la recta 7. 
La recla | € purto ol plano P on dos semiplanos, Si 


fijamos una recla dy 41 y ol voolor normal N do la recta 
1, entonces los puntos M, 4 1 y Af, {I socncuontean 


dlog en uu somiplano sí, y sólo si, los vectores Hopf, y 
Tult son codirigidos (ig. 3,27), es decir, los númeras 

d, EM ÑINI у dy = (Mas КЁ | leom- 
d 


4.30)] tienen un mismo signo. En. relación 
Lo para todo punto MEF so introduce el número 


dd (M) + (341) 


Hamado distancia orientada del punto M. а la recta 1. Vos 
números d, UM) y dy (Ma) Leno ol mismo signo si, 
si, los puntos Af, y Aa so enenentran situados en un semi 
plano determinado por Ia recta L; d; (M) > 0 si, y sólo si, 
el punto M se sitúa en el mismo semiplano que el fin 
del vector Ñ si ol origen do Ñ está colocado en la recta 2. 
Ejemplo 12 (distancia de un punto a una recta on el 
plano). Demostrar que on la fórmula (3.41) el nümero 
dl; (M) no depondo de la elección del punto F €} ni de la 
longitud del vector Ñ. Comprobar que | dy (M) | es Ја 
distancia habitual del punto My а 1 rocta Z. Domostrar 
quo si D: Ал. By С 5 0 y N -~ (A; B), entonces 
para el punto My (хо; yo) so tiene 


(3.42) 


474 


tj Si P" os otro punto de 2, ontonces PF LN, es 
decir, (FF, N)==0 y por eso, 


эе. ж эйе: йе ыйы чу 
(PA, N) 5 (FF, МЕМ, ЖУ s (par, x 
1% N 1 
si Ñ =Ñ, >0, ontoncos А ЫИ y (C, PÑ’ = 
= (FM, REIN) = QM, NYIN}. Ln distancia б 
dol puuto My ala recta Los (fig. 3.27) 8 = | To, FAT, | = 
= |00 Mor NES Га (А) [véase la fórmula 


^ 5 
$ ow 
nha 
2 
(3.40)}. En fin, si t Az + By +C = 0, Ñ = (A; В) 
У Mo (xo; Ya), entouces al designar las coordonadas del 
punto F por (тр; ук) y al emplear ol hecho de que 7 El, 
o sea, C= — (Arp A- Byr), obtenemos 
а (FM, № = A) Ayn _ 
ГАСА] TU V 
e y 
YA 


Ejemplo 13, Hollar lo Jongitud d de Ja айта bajada 
desde ol vértice A (4; 4) del triángulo ABC si 13 (—б; —1), 
€ (—2; —4). 

A La conación de la recta De (BO: EH = 
<> За ду 4220. Por oso, 


3-44-44 22. 


hm M Uns [E 


=10. A 
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iijemplo ¢4. Escribir la ecunción do la bisectr 
fingulo formado рос las rectas l: x -l Ty = 0 y Li x 
4 = 0, dentro del cual se encuentra el punto 


A Si M (x; y) ЄТ y se onenentra dentro del ángulo 
dado (fig. 3.28), ontonces los númoros d, (M) = (x + 
+ 107050 y dı (4) = (1 4 7-1//50>0 tienen ol 
mismo signo, os decir, dj (M) >> 0. El mismo signo lo 
tionon tamhién dos números dy, (M) — (æ =- y — UY 3 
y di, (4) == (U —4 — 4/V E < 0, оз docir, dy, (11) < 0. 
El punto M (e; y) satisfaco la propiodad detorminanto 
do la biscctriz del ángulo: sus distancias |d; (M) | = 
di (M) y ldr (M) | = —dy (M) a las roctas | y L 
son iguales: (a+ 7yy(5 V2) = —(x — y — AV, оз 
decir, бт 4- 2y — 20 = 0. Así pues, todos los puntos 
de In bisoctriz satisfacen la ocunción Ze -|- y «= 10 == 0 
quo, por tanto, es la couac веси 

Ejemplo 15. АВС: 


p da coma 


A "Tenemos CA - (8 8, ČB = (л 3), 144 | = 
= FTE = 10, | CP | = 5. Por la fórmula dol ojom- 
plo 44 del § 2 ol vector director CL, do Ia bisectriz os igual n 

кок, ж, bout 

ICAI СЛ 1-\СВ\СА __ 10CB--5CA _ 2CD-- CA 
„ыл TT ajai 
ICAI 


T 


Por consiguionto, su couación os 
Ty 18-0. А 

Ejemplo 16. Escribie la ecuación del lado (FC) si se 
солосоп el vórtico A (3; —4) dol triángulo ABC y las ecua- 
ciones de sus dos alturas (ВМ): Te — 2y —4 = 0 y 
(CN): 2z — Ty 

A El vector ИА], (7; —2) de la recta (at) os 
paralelo а la recta (AC). Por eso su ecuación es 


А o bion (AC): 2e + Ty -- 22 =0. Las coordo- 
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= (АС) (CN) las hallemos 
qt Tye + 22 =0, 210 — 
Je = —R. Aniloga- 


de osia recta оз o bim (4B): Tz + 


Y 

I- 2y — 13 =0, Las GEG U DINED. (Es, din) 
so dolorminan del sistema de ccnacionos 72 p +- 2Y y — 
= 0, Tzn — 2y n — 1 = 0, es decir, zp e 1, pp = 
Por consiguiente, la ecuación de (PC) es: 


2-1 


>i—y+2=0. А 


Ejemplo 17. Escribir las conacionos y hallar la 
longít б do la porpondicwlar bajada desde el punto 


Mo(—3; 43; 7) a la recta l: E 
ASon 0 (Za; уа; zo) Ја base do ln perimdiculr Ий 
cada. (vénso fig. 3.26). QE? y por oso 2921 24-9. e 


=> 19 = ہ۸‎ —8, 853 м ET шы ہر‎ ы — ба M. 
El vector Mp0 =(ta-H3; ya— 13; 29— 7) оз ortogonal 
al vector director qe (3; —4; 1) de la recta l: 0= 
-@ 1140) = 3 (хе -Е3)— ^ (Jg — 13) -+ Cg —7) = 3 (82g 
(Ива) + (60— 7) = 2029—20. DO aquí sq 
ELLE. 
AMO = VÎ y (to 


Las conaciones de la recta (MQ) son 


= 0—18 2—7 243 


A eT 2 


jemplo 18. Hallar cl punto Mé(et, y*, z*), si 
métrico al punto Mp(t; 2; 3) respecto a Ja recta 
1 4 


A Vos vectores. MQM*=(2*—=4; у*—2; 89 1) y 
0-1; 3; — 1) son ortogonalos (compáraso con el ojemplo 


12-045 177 


40, fig. 3,26): 
PA 1-3 (y —2)-(2*—9) -0. KI pnto medio Qx 


=£) dol segmento (АГА so 
encuentra en Ja reeta l 


\+ 2—8 AFA TN b28 
T * 1 


3 


Lar 26 
ST 


Resolviendo el sistema de tres vc 
hallamos: z* e yè = 2, 2*1. A 
Ejemplo 19. Escribir Jas eenaciouns de la porpendi- 


iones obtenidas, 


cular común para dos reslas 0: < 
2_34 
TU 
A Sean. d = (05; 2; —8) y à — (2; ^ D los vec- 
Lores directores ilo las rectas dadas, A1, (ау; yi a) Ely 
М, (ri da: 2) € Lo dos puntos do Intorsocción: di cula 
rectas con la perpendicular ихе, Seis ос para 
hallar za, Pi 20, 25, уу, Za So obtienen de mientes 
condiciones: 


m3 


MEL o son, 


em ue 284-2, д ту 


E 


MEL, 0 sen, 
com P€ A. ta n ds 


(MATa, 0) =0, о son, т, 
—3(ь—\) 9 0 e 14. 


120—0) — 
Iya — 17 25 0; 


Й 


My, 0) 0, о son, —2(5—2) | О) 
10621) =0 <> سول ا ر‎ 


De aquí tenomos z,- 0, 
Por consiguiente, Af, (11 4; 5 Т, e 


z- 


ciones de la perpendicular son 
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La distancia |А А, entro las 


cruza 1 y L es igual a МЛ, [= 
Y OIF 0040—23 09, A 

Ejemplo 20. Demostrar que la rocta 7, que pa 
por el punto M,(1; 2; 3) y corta Jas rectas l: 


2—4 y pi 2 1-8 Pe +13 


gulos iguales con estas roc 
ASI Mirna = IN lh Ms (rai ры) = 


= LO, entonces oxiston números £ 
feb, zx, 44 2t 
—58 -|- бт. Los puntos Mo, 


» forma án- 


t tales quo: 


, los vectores Mo 


Dy Me sl, m ry Mil — 
@; бт — 6) son colinea- 


2t ——1 


0= PETI үл + — Aft- 104-2741, 
2 8 d fec 4-2, 
2041 چ‎ = Btt И A 
=t- U— 
— 1211-61 — 24 
0~ E p i 42761 — 24x 4-18. 


¿xcluyendo £c ido Поз primen в conacionos, obLonomos т == 
= (3/2) 1 — 1/2. Si excluimos £x de dos últimas ccuacio- 
nes, obtenemos т 1)2. Por ono з س‎ 
—4 =/-1-1, es de + 0/2 1 

esto modo, A1, (3; 0 0, Las ecuaciones 


de Î son 


directores de las rectas Ñ L, B son: C= 
—9; б). El ángu- 
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lo q eutre las rectas Z y T se halla por da fórmula 


" 21160 
cos p= X 
| Vl del VER NT EEUU 
= y Spo Ai, 


va 


El ángulo q entra Jas rectas Ñ y /, so delormina de la 
relación 


прво 


TO mei Y2 


Ü o 244 
cos wp | ——— | 
| Il iet Vay 


o sea, ap 459. А 


fijado un sistema rectangular de coordenadas 


(0, È f, i] en un espacio y sea Р ип plano dada por la 
ecuación vectorial normal 


Ë, N) = n (3.43) 


donde (r; y; 2) es ol radio vector de un punto arbi- 
waro M (n y DEF, Ñ = (A; B; С), Л 4 09 1 
LC? = |} [® >> 0 са el vector normal del plano 4%, Al 
abrir el primer miembro de la fórmula. (3,43) por la fór- 
mula (3.31), obtenemos la ecuación normal en coordenadas 
del. plano $: 


Ar + Ву Cz ED = 0, 474 I р С m 0. (3,44) 


El plano $ dado por la ecuación normal en wn sistema 
rectangular de coordonadas es perpendicular al vector 


(Ai Hi C) cuyas coordonadas son cooficientes de las 
y, 2 on la cenación (3.44) de osto plano. 
$0, P corta ol ojo de abse punto 
M, (DIA; 0; 0). Cuando R 520, f 
ordenadas en el punto Ma (0; — D/P; 0). Cuando 
Ф corta ol eje de z-coordenadas en el ponlo Aa (0; 0; 
DIO). 

Si M, (а; 0, 0), M¿(0; b; 0), Ma (0; 0; c) son tros 
puntos de intersección del plano $ con los ejos de coorde- 
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nadas, la ecuación del plano Ф es: 


tH 


Y 4. 


d 


ha еби: 


ión (3.45) se Hama ecuación del plano en segmentos. 

Si on In ecuación (3.44) A = 0, os decir ( A) = 0, 
entonces el plano. P es paralelo al eje do abscisas. Corta 
el plano Oyz por la recta cuyas couacionos Son z == 0, 
Hy + Са + D = 0. Cuando B = 0 (С = 0), el plano Ӯ 
es paralelo al je do ordenadas (ojo de z-coordenadas). 

Como eu ol caso do la recta on el plano, para el plano 
ff, dado por la ecuación (3.44) en ol sistema rectangular 
de coordenadas on el espacio, se introduce distancia orien- 
tada (Ма) de un punto Mo (хь; Yoi Za) del espacio al 
plano f por la Fórmula 


Arg В-ар 34h 
ENT TP C (3.40) 


Para cualosquicen dos puntos M, d P y M, f los 
signos de los números dø(M,) у d;p(M;) son igualo: 
y sólo si, M, y Ma están situados a un lado del plano P 
(en un semiplano determinado por esto plano); dp(M) > 0 
si, y sólo si, el punto M so encuentra en el mismo somi- 


ИШ 


espacio quo el fin del vector Ñ = (4; B; C) cuando su 
origen se coloca en el plano P. La distancia d dol punto 
Ma (ras Voi Zo) al plano f, dado por la counción (3,44) 
en un sistoma rectangular de coordenadas, se dotermina 
por la fórmula 


аз Mod CDI 7 
RO С oun 


Domos! LAT, 


Ejemplo 21 ar la fórmula 


O Al escribir la ecuación (3,44) en la forma (143), 


n 
9), obtenemos 


donde (A; B; C), y emplear Ja m 
(o; Moi 20) y las fórmulas (3,27) y 


dl DA DINI 
= r,t Byt Cot DE V A 


-B4 C. I 
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Ejemplo 22. Escribir Ja eco 
mal del plano gue pa 
А, (4; 1; 0), л, (0 " 

A Sea (3,44) la ecuación buscada 
los puntos My, Ma, Ma la satisface 

D =0, —A 4-2 -- D =0, 2840 

las igualdades término a té 
0, es dovir, P = D. Entonces A 
y la ecmación buscada (3.44) tiene la forma 
= 1р dendo 1) 0. Ya que 20° = 42.| 
C* >> 0, so liene D 520. DU en D, oblo- 
nemos definitivamento —y 4 2 4- 0. 

Si el punto Af, (zy Ya; Au Plano $ 
dado por la ecuación (d "Lonces D = 
— Byn — Cas y la ecuación (3.44) puode escribi 
format 

A (£ — tu) Y HQ — Yo) 1-С (z 2a) 0. (3,48) 


Ejemplo 23. Hallar la ecuación en coordenadas normal 
del plano que pasa por ol punto My (=t; 2; 1) perpondi- 
cularmento al vector N= (2; 0; —2). 

A La conación buscada tieno la forma lef. con (5.48)1 

2 (æ — (19) + 0: (y — 2) 4 
(2—1) = 0 а 24020. A 


ión en coordenadas nor 
por los puntos 47, (1; 0; 1), 
1 


Ejemplo 24. El triángulo con los vérticos en Jos puntos 
A (0: 0; 0), 000; 1; 4), C (t; 1; 0) sirvo de 
pirámide triangular ЛС con el vértice D (2 
Halar la lorgitud A de In altura de la pi 
A Uxeribimos Ja ecuación del plano que pasa por 
trex puntos dados A, 2, C. Por la fórmula (2.64) Tenemos 


4—0 y—0 2—00 |z y z 
0=|0=0 1—0 1—0 1 = 
1—0 4—0 0-0) |t 10 


ag 


j 1 үй 0 
polo abes il la 


ba longitud de la is D 
plano. Por [a fórm 


a dist 
AT) 


veia del punto D à este 


са quo los planos P, y ff están dados por las ecua- 
ciones normales en coordenadas 


Pe Agi Ву Cake 0, 0, Aj MA CL 0, 
fg Agi By Cat Da =0, A3- Dt 4- C120. 
Los planos P, y ff, sou paralelos si, y sólo si, sus vectores 


ales Ж, = (Ai В; C) y Na = (da Bas Ca) son 
es decir, cuando existo nu número А 0 


(3.49) 


б 


nor 
colin 
tal quo 


Ape Ma Ву = М C m M (350) 


Los planos 4 
vectores но! 


‚ у fs son perpendiculares si, y sólo si, sus 
nales son ortogonalos:; 


Aå: + В.В, + СС, = (3.51) 


Los planos no paralelos f, y Фу Torman, intersecán- 
dose, dos pares do óugulos diedros iguales. Lhimoso 


о) ü'e P £90* e д} € 1607 ao ltü*- 

Fig, 3.20 
ángulo a entre los planos f, y f, а la magnitud del monor 
eniro estos ángulos diedros, £L ángulo entre los planos 


se toma por definición. Igual a 0°. Sonu Ñ, y Wa 
¢ normales do los planos f, y f, Son p= 


paralelo; 
verlor 


м su 
= (Nn М); enlonces a =p cuando 0" < p «c 00° y 
@ IBO: mado 90° y < 1807 (fig. 1.20, а, 0). 
lo ambos casos 


cosa = [cos р = Lo A (3.52) 
TA 
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Ejemplo 25. Hallar la distancia entre planos parale 
los $, y ы dos por las cena i). 


aide um 
plano f, es 
lim, 1- Has de Cita DL 
Los planos P, y Py son 
onsiguienlo, existe un imora А tal que son v: 
las avalados 3.50). Por eso, Ayto -H Biya d- Cus | 
D, = A (Aata 4- Baya -b Cazo) | D, = D 
definit m d — 1D, — М), |/ VAT Тї 
satisfaco (3.50). Si, por ejemplo, 

14 ADA 
КЕ ЕЙ. 


A, s 0, ontoncos d= 


Ejemplo 26. Tallar ol valor de aquel ángulo entre 


сто ángulos diedros, formados por Ios planos Sed 
ly dz fm Oy Py 2z—2y | 24 3 — 0, en el 
cual se encuentra el punto M, (1; 1; 1). 


^F 


a= (2; —2; 1) de los planos. Si nimeramos los ángulos 
diedros como lo aparece hecho en la fig. 3,30, entonces 


como 
dp, (Mi) = e >0, 


ИЙТ 
T 
МАТАТ 


ijemos los vectores normales Ñ, = (Bi 4; 4) y 


dg, (Mh) = >0, 


ol punto Al, se sitúa dentro def £1 cuyo val 
virtud dol Leorema sobre los ángulos con los lados ros- 
A 


poctivamento perpendiculares os igual a 180°— (N, А) = 


72180? — аго cos Mid. 180°. are 
КАТ 


Jlallar ol ángulo œ entro los planos 
5=0 y Pe =a y | Bam 0. 


Gi a 23, Му (ml a, 
—fi. Por la fórmula 
Qm OP. A 


A Tenemos 
I, 2 V8, 1 = 
(8.52), cos د‎ | 
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Ejemplo 28. (alar el ángulo entro ol plano de la сага 
A,B,C,D, y el plano que pasa por los véricos Ay, B y 
el punto medio A do la arista [AD] do wn cubo 
“ABCDA,B,C,D,. 

A Considerando la longitud de la arista del cuho 
como la nnidad de longitud, examinemos el sistoma de 


coordonadas (A, AD, AB, AX). En esto sistema ri 
gular de coordonadas A1 (0; 0; 1), 2 (0; 1; 0), 


Fig. 3.30 


21(1/2,0;0) (06; 
plano (4,821) es 


34). Por Ja Tórmula (3.45), lu ecuación del 


mii de 1, o son, 2л e y 4-25 


= 1. Su vector normal es Ñ, = (2; 1; 1). El plano 
(A,T,C,D,) es paralelo al plano do coordenadas Oxy, su 


ecuación es z = 1, el vector normal es A, = (0; 0; f) 
Por ta fórmula (3.52), 


Na ld, ов docir, mo nrocos he. А 
NARA vá 

Se llama ángulo entre una recta Ly un plano Ф ol 

ángulo y entre L y su proyección ortogonal 1% sobro ol 


соз@+= 


plano ®. Si & os ol vector director do L, A os cl vector 


normal de P, p 
están vinculados (fig. 3.32, a, b) medi 
p 007 — qp cuando 0° < i « 00°, y 


doto «z 807, Por exo, el ángulo ys 
a Fórmula 
sen p= [cos p) = LAA (8.53) 
E 


E 


recta 


чә 29. ¿Con qué valor m el ángulo y entre. ia 


1223 y eb plo mety 204-0 


a) 990 P=90°- P 


Vig. 


A Sogún la fórmula (! 
И 15D, зр 
IN a cub 2, 
js YET 


Tow 
el valor del ji 


53), UY Zo sen ре Va, Ñy 
2; —1; 1), fap V5, Ñ ~- (m; 1; 1), 
. Por consiguionto, 1//2 
Vi. A 


a yirámido regular $4 HCD (S es ol vértic 
gilo dro, do du buo us igual a B0. Los ptos 

N, P, Q sou. los. puntos 
medios de los lados [А B), [DC], 
ACD], [DA], respectivamento. 
El punto J está situndo en 
la [AB], FE[SC]. Sv 


т plano (SBA) y a 
(D) cou nt plann (SNO) 
iguidos, Hallar ol valor u 


longitud tomemos Ja 
To longi tud dol верин 


somos eb sistema rectangular de coon 


Bn este sistonin de eoordei 
Q (ui ro MAL 


De 
РОА M (дую, rA 
(h, А, m están desconocidas). 


=i 
10% [A OM | 
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Ps (ABCD): а=; Pas (SMP) узе; Py (SNQ): =0; 


yO а-л‏ اس 
0h‏ 4—0 1-0 
Dh‏ 0—(— 1—0 
—2һя—2(4—) => ааа‏ = 


de. (BA) V= 


Los vectores normales do estos plunos son: Ў = (0:9 1), Fa = 
= (0; 4; 0), ГА = (0; % N= һ 0; 4). Los vootoros directores 
do estas rectas som (EF): um t. A — А — mi (L — À) hb), 


(02): Us DF = (~A d jj j, sem la coudivión 
del problema y las timos” ot 52) — (3.83), 


V Sra cos 30° == (Pe A) VON Om UV RET en 
<> һ=1/ V 
1G йә 16 САЦ 
GARGARA 
aml 
TFR PAM 
12h 1 


ТУОРА а 


liA 


“AAA 77 


[Am |=2, 
=> ( LJ 5 ыл 
VUCEBEERACEQTÓAPA YARD ' 


=> 


Por consiguion lo, ora А — m = A, es ducir, m = 0, ога т = 2), 


ba Ws Aso dignius do là ocuación A3 (m Гови 
A M V9 413) > =P 
ub (yx. dia) = (1 23) х 


3 (A—1)9) = 0 <> is = б» Do esto modo, el pro- 
Dlema Поло dos soluciones: А = 0, А == 1/2, h= A/V y тей, 
ГОСТЕ ambos sos, опо 


= (i ~E [| F i MTD = ИЗИ, vs decir, 


ir las conacionos paramótricas do 
ersección de dos planos 
у= 3z +2 =0. 


Ejemplo 31. 
la recta dada со! 
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A Pouviendo z == At, donde £ es parámetro, de la so 
guuda ecnación hallamos y = 124- - después, de la 
vación, r (1/4) (y -- 6 3)-—1 pM. 


2 son das cen. 


siones bus- 


cados. A 
Ejemplo 32. Hallar el ángulo q entre las rectas 


Belt 0. 


A Uscribamos e do da 
reeta / tomando z c» t on - Mosul 
viendo el sistoma dz 4- y —y = — halle 
mos 2=— 1/6, y=t— Da vices. malo, saci | 

He E 
O le let son Jas ecu 


"n 
das d 


vector à 
evordenad 
tes do Ё еп das ecuaciones 
paramétricas) 
director de la v 
la voeta L escojamos y - 
5% en calidad de p: 


Vip, 3,04 


tro. Balances zw f 
= 1/5 4 бт. ЇЙ} vector b 6 4) es el vector direc- 
BON FD v. I 0 1/08 119 D ~ 
(2V VI), — qp se arcos (3/2) x 


tor de L. Do este mod 


© ОҢУТУ) = 
x VID. А 

Ejemplo 33. Componer las couacionos de la proyec- 

1 sobre 


ción ortogonnl I" de la recta 0: 
el plano P: xy —22-4 4.0. 
A El punto Af (x; y; oz) está situado en la тема /* 

y sólo si, (fig. 3.84): a) MES, es decir, z-| y— 
a0; b) para un 4 v] punto Ar Gd gd 
entra situado сп Га recta |, es decir, 


£p ser el sistema de 
ecuacione m0, dp — 21 2g 4-2 200, 
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2 (5/2) 1, 
iones paramé- 
2 Y: 


lixprosando z, y, z mediante t, obtenemos: 
ge —24-(0/2)6, z= 2—1 son las ccu 


scadas do P*. Por consiguiente, 


son las conaciones de /*. A 


Ejemplo 34. lallar la proyección Q del punto Ma (л; 
Yo; 2а) sobre ol plano 9: Ax + Ry Cz 4- D = 0, 
АЗ B? “| С? >> 0, y el voctor M0. Escribir Ins ocua- 
ciones do la recta (27,0). à 


A El voctor Ñ = (A; B; C) es perpendicular. al 
plano P y por eso las ecnaciones ide la perpendicular 


1 = (А70) bajado desde e! punto Ay al plano P tionen 
la forma 


momo b Al, уст yo + Bl, а = ta -+ Ch, LER. (3.54) 


El punto Q (хо; Jo; 29) so sitûn on esta porpendiculne 
y por eso existo un número tQ tal que те = zy -+ Alq, 
Ya = Mo + Bla, та == 20 -|- Clg. Para hallar ta omple 
mos ol hecho de que QEP, es decir, Axa + yq -+ 
+ Caq 4- D = 0. Do osta igunldad, al sustituir те, yq. 
3, hallamos 1q = —(Az, -l- Byo + Cz, + DY(A? 4- 
-- B? -- C?). Por consiguiento, 


to = AC за — AD АСА, 
9 сете 7) 
Ало (АЗ С) y — BC — DD. 
уа” ATTI СҮ E 


—ACtg— BCyy A (А-В?) CD 
за алыс асе Bor ; 
x Anc Dug Cn 4 5 
М0 = — ED E CD, AXES Ñ. 


En virtud do (3.54), las ecuaciones de (M,Q) son 


ed and PO 
= = 


A 


Ejemplo 35. Hallar ol punto M* хіти 
Mo (1; 2; 3) respecto al plano Ф: 2r — dy 4. 52 — 68 ++ 
ел) 


A El punto Af*(z*; y*; 2%) se encuentra en la per- 
pendicular / bajada del punto М, sobre el plano $. 
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Las ecuaciones de L son . Por con- 


pn L. 
EX 


vw el plano f, es decir, 


siguiente, a®=:4 4-21, y* 
El punto motio Q ( 
mento [Mah] so si 


0-24 —08 401 —57 

e =T, 7, 28 48, А 
Ejemplo 36. En wn enbo AZCDA ICD, el punto M. 

өз el punto medio de Ja arista 147). ¿Qué Angulo con ol 

plano de la cara ABCD Torma la linca. de fatersección 

do los planos (47,D,) y (AMC 
A Tomando la longitud do la ari 

dad do Ja unidad do Jongilud, cs 


2 
De aqui £—3, 


La del culo en cali- 
del istema 


rectangular de coordenadas (4, Лр dn 
este sistema do coordenadas A, (0; 0; m 9, ҮШ 00 


€, (l; 4; 0), DV (0; 145 0), A (0; 0; 1), A (0; Б: 0). 
Las conacionos de los planos son: 


(ABD): $ 
z—0 у—0 2—0 
(AMO): 0000 4—0 о ау 
1-0 1-0 0-0 
(ABCD): 2=4, N —(0; 0; 1). 


Las cenacionos paramótricas do la Vinen / de interocción 
ilo los Pale ABD) y (AMC) las hatlomos tomandh 
t = (1/4) s en calidul do parimotro. Entonces i 
^4 —Át == y, x = y — 2. Por consiguiente, 1 
—y=y—2t, es decir, y =1/2=t y z= i 
— 3 (e = 44). Do esto modo, а = (—3; —1; 4) es ol vec 
Lor director do la recta 1. El Ángulo buscado 1p lo hallamos 
poc la fórmula (3.53): sen la, DIAN D) = 
° = AL, эр — nreson 2 Y 
Ejemplo 37. Calcular la longitud 0 — | | de da 
altura do una pirámide trio SABC que Lene recti 
todos los ángulos dol vórtico 5 y lus longitudes do las 
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aristas laterales [$4], ISB], [SC] iguales a a, b, c, ros- 
pectivamente. 

A Consideremos el sistema rectangular do coordona- 
dos (5, SAla, ФЬ, SClc). En exte sistema de соосйе- 
nadas A (а; 0; 0), B (0: hi 0), C (0; 0; e). Según la fór- 


mula (3.45), Ја ocuación del plano (АЛС) os 


D 
41 — 1 == 0. La longitud А de la altura es la distancia 


del. punto 5 (0; 0; 0) al plano (АЛС). Según la Fórmula 
(3,47), h= | Ola 0/0 4-0/e — 1 |: Y Tía? E 
Por consig y Mb? = Alo? - АЛ. Ae, 

Ejemplo 88, Los catolos 14] y [AC] de un triángulo 
rectangular ABC so oncuontran situados en las caras Ф 
y Q, respectivamente, dol ángulo diedro agudo do valor q 
La recta (4/3) forma ol ángulo œ con In arista dol ángu 
diestro. allar el ángulo y onto esta arista y In recta (АС). 

A Consideromos ol sistoma rectangular do coordonn- 
das con ol origen O on el punto A. Dirigimos ol eje Oy 
a lo largo de Ja arista del ángulo diedro (lig. 3.35), el ojo 
Ох lo colocamos оп la cara P 101 ángulo diedro. El ojo Oz 
lo dirigimos de tal modo que los puntos dol semipiano Q 
Longan z-coordenndas positivas. Entonces, la ecuación 
dol plano quo contione Q os —z tg p +z = 0. 

Si B (čni Y ni 2n), entonces de la condición D €Q 


tenemos Za = Zp Lg qp. El ángulo entro los vectores on 


y j es igual п o: cos o = aê I Wh I a s De 
тү yh (t — сов? a) = (zh -+ 2h) cost a 
LRT Lael ew lan E 

BI punto С con Jas coordonadas (zo; Yo; 0) satisfaco 
la condición (OB, OC) = 0, es decir, z ptc + Y nYo = 0 
y por lo tanto, 


Тасис = Wal [zn] = ctg a/cos p. Por eso 


= 1/ (zeli 4 1 
ES V elle F 


cos ps uel 
+ 


Lge o on 
7 


p= arc ا‎ Hun A 


cas ' 
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Ejemplo 39. En una pirámide rfangular regular SABC 
la longitud de la arista de la base ABC es igual а d, 
gulo a sure la apotema y la cara lateral es igual 

a 460, Hallar la longitud de de Ja alta mido 


A Introduzcamos el sistema rectangular de enorde- 
nadas tomando ol contro de la cara ARC por su origen O 
y codlirijomos sus ejes Om Oy, Oz соп los vectores 
AC, ОЙ, OS, respectivamente (fig. 3.20). Entonces 
S (0,03%), A (all; —a (2 Y; 0), BO; aV 3; 0). 


C (012; —al(2 ҮЗ); 0). La ecuación del plano (HSC) es 
0 y—alys3 2-0 
0-1 0-0 O= y3 h-0|- 


a2—0 а у) —alV 3 00 


En calidad de su vector normal se puede komar el vec- 
tor А (h VT; 112; ae V8). Np V 99770, FA 
vector $ SK dde la apotoma de 1а cara ASC es nl a 
(12) (S1 4 $6)-(; — «(2 —h). Bs ol voctor di~ 


rector a de la recta (SK), jal = VIE 4312. Según la 
fórmula. (3.53), 
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Resulta la ecuación A? — (a V 6/4) 4 0%712 —0 que 
боце dos soluciones: hy == a/V G y hy — a VGA2. А 


Ejemplo 40%. La base de una pirámido triangular SABC os ol 
чапро rogular ABC. La сага SAD es perpendicular al plano do 


ZO 40s 
la haso, AS} == ASS = 45°. Mallar los ángulos del A AC. 

'A Sea 0 ol punto medio do [477], М, la baso do la perpondicnlar 
bajada desde ol punto $ al plano (ADC) HAF € (AH) puesto que los 
manos (4S0) y (ADO) son merpondicwtuenl: Tomando por ln 
unidad de longitud In dol sogmonto [0/7] consideremos el sistema 

> f 
rectangular do coordenadas (tig. 3.97) {0, 0h, был А 
sistema do coordonadas A (0; —1; 0), I (0: 3; 0), 
; 0), S (O; m; №), dondo m y й son incógnitas que entran 
nos OM = OB, | MS = HI OR |. Entouces, 
ES Es 
Ami №, SD O; Im ml, 86e 
ih). Por ln condición, 


a 
(ASA 
1541 IST 
PES 


CY Ge YE C 


Ж 
=00 490 


1 
VY 


Л, SO 
کف‎ 
ISAIISCI 

т? - тј Һ% 

V (m A 09 4-0 
iendo In incógnita w = m? -|- 12, llognmos nl sistema ide 
Es 
2 (w — 4 (o d- 2m d- 4) (w — Zm d D, wm 1, 

2 (o 4 т)? == (w + 2m + 9) (wH 3), E m > 0, 
14 бт «= 


f 
7% == 


tonomos m? — 
(102) Qo — 34 
Tuo) = (w — 3 de (w — 1))/2, св decir, 
Son posibles dos casos: a) m = —1 y b) m = m 2. Si m = —1, 
enlonces 102 — fiu [37 mo conviene ya quo 
ш > 4); Así puos, on of cnan a) m 

2. En ol caso h) fur* — 22w 
75, h Y w — m? = 6/5, Hallamos los Ángulos del tri- 
ángulo SAC, 


EA 
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а) AS (0; mel d; à) (0; 50 


КУ 
n sen, SAC e 90, € 


b) AS = 00; 42/5; 6/5) 


edat 
Lo. (8, AC) (6/5) (0. 1/3-1-2:1--4-0) 

соз SAC =. bi 

ПИЛИ BEA Y pa 


РА 
озса, SAU mare 


DS 
Por lanto, SCA = 180° == 
Ejemplo 41+, La baso do wn paralolopípedo ob 
alo ABCD; JAA, 188,1, (CCl, [|] sou aristas 
esto paralolepipodo, La longitud dol lado [AB] es igual n da do la 


1g 2 


Pig. 3.38 


Pig 


ajtura del paralelepipedo. La esfera con eontro en ol punto O pasa 
por ol vértico JH. y es tangento а los aristas (4,8) y (DD) on Jos 
puntos A, y Dy, vespectivamento. Mallas la razón опо el volumen 


A DN 
lopípodo y el volumon do In esfera si f a = don = 


| AB t, b= | AD |. Escojumos ol sistoma 
rectangular do cnordonalas tomando ol punto А en calidad de polo 
y haciendo T = ABN AR |, ] = ADI AD | (fij 8), Mirijamos 
a los puntos Ar, By Cy, D, во onenen- 
tren al misma tulo del plano (APCD) que el extremo del vector t 
si su orígen se sitúa ou ol punto A, Puesto quo la longitud do la 
altura del paralolopípedo es ignal n a, todos los puntos Ay, By, Ci. 


D, portenocen al plano х <= a. Sean (ur; n; a) las coordenadas dol 
punto Ау, (0; Ai 0), las coordonadas dm punto D. Entonces 


el vectar Е de Lal manera q 
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D, (mi n leb} a), B (а; 0; 0). Soan (r; y; 2) las coordenadas del 
punto 0, J, wn radio desconocido do In esfera, Escribamos los 
dlatos lel probloma: 
10B |2 тз (s — a dc 02 dst, (3.55) 
ГОД, | = (e — т)? + yA (8 а) = RF, (8.60) 
| OD, |° = {т — m)? H- (y — n — b) d (2 а) = Л, (3.57) 


a esfora es Langonto a Ins aristas (ДП) y (DD) où los puntos Ay 
y D, y por eso 


— ج > ج‎ 
б= (ОА, ALB) = (041, AP) e (n— a) a, (2:58) 


ج ج ج ج 
N= (0D, DDJ= (OD,, АА) (иа) т (14-04) n4‏ 
-F(a— 2) a. (2,59)‏ 
Ba (in,‏ 
0А, ой). о (Qi, OM _‏ —" 
Ж‏ 104,1 


mA tm (80) 


PX сй 
ے‎ _ 0. 0D) 
ЁЛ 

lyn b) yA (20) 2). (3.61) 


(6.58) amamos m «= а, Testando la ecuación (3,01) do ln soun- 
Sid (фо, hallamos y = 0. stando la ecuación (3.57) d 
(2:50), obtenomos b/2. Сото rosultado, ol sistomn so si 
ica: (= — a bja A- (z — aj == ЛӘ, — i 
а (а 8) = 0, s(— —(1/2) Аз, Sumando "tres. últi 
ciones” Байте A o degit, «= 
= 3:(1/2) Л. Entonces 19/4 = (3/4) Л?, b em UY 3 y o 
к= а (a — г) = (1/2) ай. En esta igualdad ol signo monos ca 
imposible. Por consiguiento, a = 09/(2R)) = 3R/2, Do oste modo, 


Tr (ns) (a+ 


Улрсрлул,бүр, sb — ТЗ 
Ye 3 = А 


Sicmplo 42. La longitud de la arista do un Lotracdro 
regular ACD es igual a a. Il punto Æ es ol punto medio 
de [CD], el punto F es el punto monio do la altura [27] 
de la cara ABD. Bl segmento [MN], cuyos extremos 
pertenecen a las rectas (AD) y (BC), corta la recta (EP) 


ase 105 


y es porpendienlar a ella. Palas la [озди de este 
segmento 


A Introduz 

b, LP == ¢ (Р он ol punto medio del segmento IRCI) 
3.30). Entonces (a, b) = (a, e) — (b, c) =0, [ul 

1 Vimpleaudo da fórmula ile la 


s la base ortogonal AD = à, ЙС 


= 100 а, lola 


пол media del cuadrilátero Ча), obtenemos FE +- 


= (1/2) (FÊ | ED) = 2/4 A- Ъ/2. Los puntos M y N se 
encuentran on las rectas (10) у (2С): por o 


números тер Vales s que PN = ah, 21 ¬ Ja y» por tanto, 


NN — UM 4. DP APN к= yê NS е 1а 
condición de регро ridad de las rectas (2%) y (MN) 


obtenemos O (FB, MN) = —41/4) ya? -I (m аў ~~ 
(aA) (2а — y), es decir, y — Ze. Las rectas. (FE) y 
e 


(AN) so intersecan. Por pomos los vectores Й 
= QA a | (1/2) Ù, MÍ = La e y MÍ 
= Mb -+ Dra = (1/2 жо + (1/2) ( : 

“| 0/2) — (1/4 — 22) à > (0/4) b 4- (4/2) % son caplana- 


ros, Según el criterio del carácter coplanar, 
1/4 4/2 0 
—2 = 4 
11423 MA 1/2 


g 4 
ELM إو‎ 


De aquí z= 4/0, MIN = (4/6) (24 5-60), |MN| = 
-72 4- 36 — ay 33/0. A. 


Ejemplo 43. Doducir todas las propiedades del pro- 
ducto escalar ompleando el tcorema de los casonas y el 


hecho de quo on la base ortonommalizada (i7, F In 
longitud ар del vector 4 = (r; iz) os igual a 


(los dos hochos se deducen en In geometría 
r el concepto de producto escalar y sus 


O 


—2 m 
1/4 —22 PEL 


O Sean а (eyi y жщ), D= (zai Ya; m). Pntencos, 
abe (ada yl atz) Según el Leoroma de 
los cosenos, (т, 5) = (1/2) (12 +-b12— [a]? — 1512) = (1/2) x 
Xd 2a)? -F (yy ~F ya)” (а A 24)? — (25 4- yi -H 25) — (rà de 
--yi4- 2)) = 2,2, -- уу, A-2121. Do osta expresión so do- 


duco quo (a, D), d). Ya quo Age (Азу Mi Az), 
ontonces (Aa, D) = (Ad) 2, (Ay) yat (Azi) za =A (т, D). 


7 
ig. 3.40 


Fig. 3.30 


En fin, si C= (ej dis E). entonces 74.5 
du ndm) y (be 0) s (ee) 
HS le а) ta = аул, e a H ity 
= (a, 0) 4- (с, 0). ш 


(al f yit 


i Ql A а ч 
Ey e Mus de zt 


Ejemplo 44. Demostrar quo para wn vector a = (r; y; 2) dado 


por sus coonlonadas en una hase ortonormalizada será | o = 
= VITARA 

0 Considoremos wn sistema rectangular de cuordenadas 
O, 6], k) y el punto A tal que QA s а, cs decir A (o; у 2). So 
М 'el' punto comun de hu rocta (quo es paralola al eje 0: y pasa por 
ol punto A) y el plano Oxy; N ol punto común de la recla tenzada 
por el punto Af paralelamento al ojo От y el eje do ordonadas 
(fig, 3.40); P el punto de intersección de la recta trazada por el 
punto M y mente al ejn Oy con el ojo do abscians. Entonces, 
por la definición de coordonndns, tenemos M (ri y; 0), N (0; 


P (uo 0) A — X, MA Lm lel, ON = yj, EON | 
> [PA ре d. OP = э, | OP | = | MN | = | x |. Los vecto- 


res Ру son ortogonales, Por eso, ога AF = N ога ONA = 90°. 
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ln ambos casos, Lomando en consid 
tenemos | OM | = VTON TI IMN Pm Y De este 
modo, cuando A = M, о sea, z = 0, lu afirmación queda domos- 
trada. Análogomento so demuestra la afirmación del ejemplo si 4 
so siliia on el plano do coordenadas Oya o on el plano Ozz. Considero- 
mos ol caso cuando А no porloneca a ninguno do los planos de coor- 
dlenadas, Entonces PONAT св ol rectángulo. Sea Q ol punto do 
intersección de sus diagonales. Prolonguemos el segmento [4f] 


tras el punto АГ y tracomos el vector ATA’ = A. En el ANA, 
[NA es la mediana, Ya que los vectores AA” y NT son colincalos 


con È eT, respectivamente, y 7 01 sor 

сез, INA oa da altura dol AANA 

Por consiguiente, AA WA es isóscolos: | AN | = | A'N |, De 

manera análoga so demuestra quo | AP | == | AP |, Ба los АРАМ 

у ААРА" М, Ens lados son iguales do dos en dos: | PA | e | PA |, 

ТАМА, IPNI =| PNI. Por consiguiente, A PAN 
PA 


ión el teoroma de Pitágoras 


aclomás, ortogonales, enton- 


Y A PA'N son congruentes y, en pari 
Verus ahora ДАЛО y AANG AN[m TAN I, 


AS = ^ 
INOI = INQ I, ANG = Á NO. or tanto, ДАМО y AANO 
sm conguitentes y, en partientar, | 40 | с» | A'Q |, Do este modo, 
AA QA" es Inóncoles у [QATI оз Та mediana Liendo a a Duae. Por 


ás 
consignionto, cs también In altura, os decir, (IMA r= 90°, Por eso, 
podemos aplicar ol tooroma do Pitágoras al ДОМА: I OA | rs 


lal ТӨ P-ETMAT = ү ЕУ P. һа shiem 
ción queda demostrada. ш 
E] momento principal (чо la domostración del hocho de que si la 
vecta (A4۸1) ов porpendicular a las rectas (MA) y (AP) que se ou- 
cuentran situadas en ol plano Ory y no son paralelas una а otra, 
ntonces (И ЛГ) оз perpendicular a lu tercora recta (0M) que está 
situada en el plano Озу, es decir, nl criterio de porpondicularidad 
ilo la recta plano se domuestra sin ntilizar las propiedades del 
producto es 


Capítulo 4 
PRODUCTOS VECTORIAL Y MIXTO 


$ L Orientación en el plano y eu el espacio 


enn (e. dy 6) y (60, р ados ha 
D (5% Та matriz del paso de da 
segunda (de la soginda а la primera, 


4 nn am espacio 
primera base a la 
ESO, сар. 2). 


So dice que la base fep, 25, 2) tione Za misma orienta- 
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ción quo la baso (6, с, 23), si dot S>0. Con esto 
so esoribo (E, 65, б} ~ (E ез, е}. Do las propiedados 
de la matriz del paso (vóaso $ б, cap. 2) so doduco quo: 
1) (En Ear a) (En Car Co} Y 2°) (En б a} o Go Car oh 
si (es бу бу} ~ (6n € 63). Por озо so trata de bases 


E 


equiorientadas (21, ёз, ©з) у {ер o су}, SÀ {Ou 
06,704, 6). Si dos bases (e Ca бу} у (6, бу 6) no 
son oquioriontadas, so dico quo son contrariamente orien- 
tadas y so escribo (ón de 0a) dé б E. Do па pro- 
piedades do la matriz del paso do una haso n otra so 


desprondo también quo: 39) si (ei Ca, 25) (Ej, 05, б 


у (es 6. 6) ~ (e б. 6). entonces. (ey Ca, €} ~ 
c (6р, 65, €3}. Do esto modo, 1а relación ~ os relación 
de equivalencia [vénso las propiedados 1°), 2°), 3*)] on 
el conjunto do todas las bases en el espacio. Puesto 
uo (s do) ~ {б б, бу, Y si (ns б GE es бр е}, 
y (6 6 e) = (6, бр бу}, entonces ol conjunto do las 
bases en ol espacio se parlo on dos conjuntos no intorsoca- 
dos (clases de equivalencia) por la rolación — do tal modo 
quo toda baso perteneco a una, y sólo una, clase, Dos 
hases pertenecientos a una clase son equiorientadas, 
cualesquiera dos bases portoneciontes a las clases distintas 
son contrariamente orientadas. Una do las clases so do- 
nomina close de las bnsos derechas (las bases quo la inte- 
gran so llaman bases derechas, las quo no lo pertenecon, 
аво izquierdas). Jlabitualmento In closo de bases dorechas 


so oscogo do tal manora que toda base derecha (2, a vs) 
satisfaga la siguiente exigencia: st los vectores básicos se 
marcan partiendo de un punto y se toma et = EH Gp 
EI 
entonces, en el plano de los vectores e, y es, la rotación más 
breve del vector e, alrededor de este punto hasta que los vecto- 


res e, y cf coincidan se realiza en sentido contrario al movi- 
miento de las agujas del reloj si miramos desde el extremo 


del vector e, (figs. 4.1, 4.2). 
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(4, 0, c) una base. Demostrar ques 
, e) zo (а, È, ¢}; 2) fa, б, тр 4h > 


~i, с, ajm Ë п, су у {б п, б} (с, Ё, a) o fa с, D]. 


Fig. 4.2 


A 1) bo ma 
base (s, б, —c) es igual a 


16 0 

го 

son EN i ЕЕ 
06 —1 ex 


f û dah б, 0. 
I narices Sy Sy, Say Say Sy del paso de la baxe 
nc, a), (b, в, с}, (e bs a). 


ли 5 dol paso de la base (а, D, c) a la 


2) 
0, 
(4, с, D) son igualos u: 


010 qui 
0.04], dot Si — 4], plat 
100 
(e. 0, m (60, бр 


001 10 
Si [100], det 
010 


jo t 
[I ~ {, e, a}; 


010 P 
100 |, dot s=] |- =1; 
(io o) 9 1 


(4, 9, е, т, б); 


u dus hase 


|= 


1 
О |, det 5, = 
0 


633-650 


1 lol S, «p 1 
, dol Sg= 1. =—1, 
0 10 


(a с) ~ (0, с, 0). A 


So dico que en un plano dos bases (2, ej) y (6, 05) 
tionon la orientación equivalente y so oscribo (c, es) ~ 


(д, бу}, si dot S>0 o bion, quo es lo mismo, dot S'> 
2.0, donde 5 y $^ son matricos del puso de la baso 


(д, 2) ala (6, 6) y do la baso (el, 25) a la (а, су, 
respectivamente. Igunl que en el caso dol espacio, la 
rolación ~ es Ја relación de equivalencia en el conjunto de 
todas las bases de un plano. La relación dada parto oste 
conjunto en dos clasos: clase do las basos derechas y las 


izquierdas. En. la base derecha la rotación más breve de e, 


a d, se realiza en sentido contrario al movimiento de las 
agujas del reloj, en la base izquierda, en sentido de movi- 
miento de las agujas del reloj 

Ew todo lo posterior acordómonos designar la baso 
derecha ortonormalizada en el espacio (plano) modianto 
[S M jn. 

En el plano (espacio) la élase do las bases obLonorma- 
Jizadns Morcchas determinada unfvocameonte por cualquier 
representante suyo so denomina orientación positiva en el 


plano (espacio). Si está. dada una base derecha [j, hn 


(Ü, F, F) so dice que en el plano (espacio) está dada, con 
ayuda de la hase Û, 7) (7, 7, E), la orientación positiva. 
Con esto, el plano (espacio) se denomina orientado. La 
orientación dada por la base ortonormalizada izquierda se 
Лаша negativa. 
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$ 2. Definición y propiedades del producto vectorial. 
Condición de colinealidad de vectores, Área del 
triángulo y del cuadrilátero 


Fijomos una base ovtonormalizada derocha i, 7, 1). 
Sean а = (axi ayi a) y б 


= (bxi by; 0.) vectoros arbi- 
irurios. Llámaso producto vectorial (a, b] de los vectores 
a y b (en cl orden dado) al vector 


"og і 
la, = |а, ау 


ba bal’ 
Do las propiodados do los doterminnptes se desprenden 
Ins siguiontos propiedades dol producto voctorial: 


1". (8, т}, — [as 9] (anticommutatividad). (4.2) 
ма EFE jk E 
O Us «= b. by bif jas by а, (= — Des 0). ш 
ах ау а, b. by b 


(a aps а), а 


= Ta oji ар, Ù= (бу by; 0) y para cualesquiera ni- 
meros a y B son válidas las igualdades 


Ва, Baja, bp la, dy, (4.3) 
alb, 11 BË, wj. 


- Para cualesquiera vectores 


y aa «| fia" 


` O Según la propiedad do dotorminantes 
CENE T j Y 
aa’ -| Pa”, b| =2 aad Вах mayo paz aa,- Paz 
whos 

D by D 


j | NES EE: 


ay GIB [oz ep ajale, D] an, 0), 


Ü, оа pá] — оа? 4 Ва, ù] e — o, Dd 
BIR, Üh (ad, à] —P 10, a) > 
ol, IBI, en). 
Aquí se usa varias voces la 49 propiodad, W 
Ejemplo 1. Demostrar que Ta, PES 


^ are. a Ja propiedad 4, û, a 


, la, al 0. 
as аан ыйа del producto 
Lores. 


la, a]. Por 


vectorial de dos 


Т. El vector la, 0] es ortogonal tanto al vector а сото 


ul vector Ù. 
O Por las fórmulas (3.30), (4.1) y según la propiodad 3 
de determinantes, tenemos 


кдй DEN а dy 
(a, о, i-a, p ULP 
Qs dy d. 
= |а„ ay а,]<.0. 
by by de 


Do aquí so deduco quo Ë, fa, б) =—(, Ü, a] = 
. и 


= —) 


11. La longitud del vector la, b] es numéricamente igual 
al área S del paralelogramo construido sobre los vectores 


ау b, es decir, 
ES еме м 
Ha, Ёр=1л1-1Ё|-хоп (л, D). 
£x 
C) Sen p= (а, 0). Entoncos 
ба | ap D sen? == | 2|? а а Lb [cos p = 
= (0x4 ah + а?) (D3 A- dj 4-4) (a gl ауру 1- os Y 
Eu virtud de la identidad vinculada con tres dotermi- 
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0а, 01. 
la definición de producto vectorial y del c 
ealidad de vectores se deduce que los cce/ores 
a y Û son colincales si, y sólo si, la, ЇЙ — Ü. 


MID 
terio de coli 


IV. Si los vectores a y È no son colineales, топе 


(а, D, lû, б 
Ol Es su 


matriz del paso de la раз 
es positivo, Sean 


DES uy d, ty dy 
7st А a, 


Тая coordenadas del. vector Ja, 0]. Entonces 


es la base derecha. 
ient. demostrar que el determinante de la 


(7 7, E) a la аке (2, б, da, 01] 


„с, Ax Uy 4, i d Ce 
ty by Cy | = |x by de DES |- 
"һе, | leen hs 


ҮА 


ales, M 

Para los vectores a. y Ù dados, el vector la, D] se deter- 
LAV: si aD 
зі а 0, емон 
Sobre la Бане (о Ja propiedad 1, el vector (а, DI os 


puesto que Jos vectores à y Û no son voli 


mina untcocamente por las propiedades 


en virtud de da propiedad HE qa, ШЕ! 


co 


perpendicular al plano P on el cual los vectores d. y È 
forman hase (así, con exactitud de hasta e paralelismo se 
determina univocamente Га recta a Los paralelo el 


е 


vector fa, ÜI). Según la propiedad TH, la longilud del vec 


tor la, D] es ig lelo- 


ul numéricamente ul área del pa 
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gramo con: lo sobre los vectores a y b y el sentido del 
vector la, bl ida de la propiedad IV 
do la condición que (a, Û, la, ЇЙ} es Ja hase derecha. Do 
este modo, se podría tomar las propiedades 1—1У como 
la definición do producto vectorial. Esta defiuición 
la satistaría el vector la, DI definido por la fórmula (4.4), 
y sólo él. A menudo se hace así: el producto vectorial se 
ilofine con ayuda do Jas propiedades [—1V, y la Jórmula 


(4.4) so dedico de esta definición usándoso después on 
los cálculos. 


detormin 


Ejemplo 2. Hallar la, 0) si en la baso (5, 7, й) a = 
(4; 0; 1), Û = (2; 4; 3). 
A Dor In fórmula (4.1), 
DP 
ia, bje] —1 0 1 

213 


[10 
x Xm 


EH 


15; —1. A 


Ejemplo 3. Son (P, j, 2) nna base ortonormalizada 
derecha arbitraria. Domostraf quo para cualesquíora vec- 


Loros d = (а; api a) y b = (0; bp; М) dadas por Jas' 
coordenadas en esta base, 

PPF 

Па, lm lak ap аз 

be by b 

en otras palabras, la forma del miembro derecho de la fór- 


mula (4.1) no depende de la elección de la base ortonormalizada 
derecha. 


O El vector [?^, 7] tiono longitud igual a 1 (In propie- 
{їл 11), es ortogonal tanto a£ como n ў (la propiedad 1), 
con lal que (E, f^, (P v os ln baso dorecha (In propiedad 
Гу), Por oso el vector (E, j’) no os más que E, os docir, 
[i f, j1=T. Análogamente so ostablece que Ú 


Dé, Py- P. Puesto que a— a” (ondo a” = apj" 4- 


) y en vietud do la propio 
"id 


a; 
Qu, bj =: akî laja D) 


Luego, poniendo += 
obtenemos [i б 
х0, Prat, 
Análogamento, ү bj- 
Por consiguiento, 


її, Di asi? В) -4 ay В HP) 


Та) Ў (ash; 


PPP 
VÀ (abs ар) * <a aj ap. m 


Гау 


bi by b 


Soan P un plano fijado en el ospacio, (2, P) una 
baso ortonormalizada (uo епо quo sor obligatoriamonto 
derecha) on ol plano P, a== axi -ayj y = bg 4 by, 
vectores arbitrarios paralelos al plano P. “Hagamos 
F =Ë, $]. Entoncos (P, j, E) es Ја boso orlonormali- 
zada derecha en ol espacio (la propiedad IV) y e osta 
base 


Pp " 
a (ag; dyi O), 0 (hei Му; 0), da, D] [as a, 0| 77 
he dy 0 
= (0; 0; axy — bea) * 
Por eso, ol ároa S del paralelogramo situado en el 1 plano Lg 
y construido sohre los vectores 4 == dy Pa уђе 
> bg de by es igual a 


S = | aby а |. (1.4) 


A continuación en esto párrafo, si no se indica lo con- 
trario, considoremos que las coordenadas de los vectores 
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, ү ee 
están dadas оп una base ortonormalizada dorocha (i, 7, Ё} 


(en ol plano, (i, )) y las coordenadas de los puntos, оп 
ol sistema rectangular correspondiente de coordenadas 


(0, È 7, E) (on el plano, (0, à j}. 

Ejemplo 4. Vorificar que los vectores à = (4; 0; —1), 
Ü = (4; 1; 0) 76 = (2; 0; 3) no som coplanares, Па- 
Паг el. vector unitario d 


d que es ortogonal а los vectoros 
A y b y es tal que (a, b, d) ~ fa, b, c). 


A “Ponemos 
ay а а] |а by с 4-4 2 
ba by bm ay 0, с |е 0 4 Ojo 
бл, al ê e E 
0 01 
0 a a arl 01 
0: 


Por consiguiente, los vectoros а, б, c no son coplanaros 
y (a, 9, с} es la baso izquiorda. El vector buscado d 
es ortogonal tanto a à como a b y potesod [| ía, b]. Ya quo 
1d | = 1, son posibles sólo dos casos: d= la, Ё]/}1а, б1| 
o bien d, = —й = la, U/l la, b) |. Según la 
propiedad IV, la baso A V, [а, 01) y, por lo tanto, In 
baso oqniorientada a olla MAA t d,) son derechas, Puesto 
uno (2, 0, —d,) = (0, Ù, d, 1), entonces (п, E, d.) os la 
раке izquiorda, os decir, (a, 0, d): ~ (а, b, c). Por tanto, 


el vector buscado d es igual a d, "Tenemos. 


1- 
la olt 


4; 1) d Йу 
Por consiguiento d--(—1/ V3; И; —1/ Y 3). A 
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12, Be 


Ejemplo 5. Hallar el ár 


sobre los vectores a 
A Por da. fórmula 
A 


lel paralelogramo construido 


(Dy (82). 
AM. 8 = 10-052 


Ejemplo 6. Calcular el área del triángulo cuyo 
so encuentran en los puntos A (—1; 034), P (0 


1 del AARC os 
paralelograma cousteuido sobre Jos vectores AT y AC: 


Sac MAR, ACH = 


= VD e 


donde ay=1, 0,2, t, —2 y h 


gual a la milad del áron dol 


Ins coordenadas do los vectores a= A y Û = AC, cu 
pondiontomente. — Do oslo modo, Sang = (1/ 
ES 

Ejemplo 7. Están dad 
sar dos vectores 1) [1-1 


los vectores а y Ù. 


— 7/2} modianto ol vector c —[d, Ù]. 
A Conforme a la propiedad do linealidad del producto 

vectorial, Leromos 

1) I ГА ES а [а, аб] 4-49, аб fa, a] — 


— 1a, bj 4-0, 2) —10, Ld, б-да, 0] —Ó 
Aquí so Шопен on cuento la propiedad. (4.2) y el resul 
tado dol ejemplo 1. 


2) Análogan 2] -- (42 210, b — 
—3/2] 4- (1/2) Ü, 6 —3/2] = (1/2) 11, n —(44)[a, al | 
DÈ, DUI, (1/2) E — (1/4) ( À 
= (3/4) А 

Ejemplo 8. Tros vectores no nulos а, 


ЫШ vine 


lan por las relaciones 4= 1, с, бу-у, а сш, PY. 
Hallar las longitudes do estos vectores y los ángulos 
entro ellos, 
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А Ха que a=, e), entonces аш буа Ade 
más, Des i, aj y por cso .L c. Por tanto, los tros vec- ; 


lores 


u ortogonales do dos en dos. Luego, |a|— 


ар КОА жож > NES > 
SC 11 
pali Wende estas relaciones, obtenemos 


IP 151 | fl =1. Tomando on consideración que Dix 
x101=] Т], lonomos quo [a ]t- f, os decir, [aos 1: 
Análogamente, [Bj Ге f. Puesto ike ¿=[a, B], 
(4, Û, c) es la baso ortonormalizada derecha. 

Ejemplo 9. Demostrar que si tres vectores а, Hn ¿no 


son colinealo: las condiciones la, bl = 


de dos en d 


4-2 0 son equivalentes. 

, ontoncos, al multiplicar vecto- 
vinlmento esta igualdad por D oblonemas la, al + 
ш, Md Д =Ü. De EOULS lá, bl Si multi- 
plicamos no por a, sino por D, ohtonomos la, Û] = 0, А 


Vicoversn: si la, DI = ЇЙ, cl, os decir, la 4-с, b] = Û, 
"моно A Según la propiedad HT del producto vectorial, 


T [Lb os decir, existo wn nfmoro А tal que, a4 64 
AD y susti- 
le, al, obtenemos 
A 17, el, ex N (1 А) ТЬ, Fl = б. Los vec- 
16, Cb 40. Por 


silla; es и а Ji Qs Ш 
Ejemplo 40. Sean dadas Ins descomposiciones do voc- 


БХ = б. Expresatido do aquí a 


inyóndolo en la 
Ib, el = 
Loros 


tores у Û según la baso 


1 а =b 0 Descomponer el vector fe, Б] 


en los vectores. f, == fes, е], Ja lem т], Jale e 
A Según ln propiedad lo Huenlidad del producto 


а ау 0 


vectorial, (4, б] = (ауа, 


plea 14-а, lê, D]. De moda análogo, 
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FE КИ" к ко uy 
Peles, il by (ер eal 1-0, Wis esl buf — 
— 0,7, (aquí se ha. tomado en consideración la igualdad 
je, бү] == 0). Del mismo modo so verifica quo (ez, Dj= 


bf, — ls, 


4-0,0, 0, 


buf; — byl: Por consiguionto, 
в, а O — bafa) а, ФА, — bulo) + 


-a xfa 6 


» 


ay] des nos 
в EA MD h 
hhh 
|а а aj. А (4.6) 
b. by b, 


mplo $1. Domostrar que el área 8 del. triángulo 
que tiono los vectores de sus lados iguales д los vectores 


Fig. 4,9 
do lus modinuns dol triángulo АС (fig. 
3/4 dol área o del triángulo ABC. 

A Senn d СА, Î» СВ. Entoncos, ЁС, = (k 0/2, 
C lb ecu uii a Eo qe 
BB = V—am, Cë, BB) = 1G 4D, Û — m = 
= (84) (4, b] (véase ol ejemplo 7). Por oso S= 

даш НЕ RaR 
= (1/2) CË, BÎ | (8/4) (4/2) V, Dil = (3/4) o. А 


Ejemplo 12. Son Indo ин triángulo ABC. би las rectas 
(AH), (BC), (CA) están res vamente elegidos los 


puntos M, N, P do modo que AN = GAN, BN —= «ЙС, 


a, b) compono 
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ы сан 
CP = ZCA. Con qué valor do œ el Aro 


gulo (los vectores de cuyos lados son 


A Semi a = CA, È = TT. Sobro ln base dol resultado 
del ejemplo 11 ($ del сар. 2), los veetares CAT, AN, P 
forman efectivamente el triángulo con tal que CAM — 


= (l — a)n 4 ab, AN = —a 4- (1 a) b. Гог eso, 
E aa Wi 
S (о) (2) CI, AN) |= (1/2 1 10 — a) 4: ah, 
© аа) b} |=(1/2) 1-16, a- (1—0) fa, = 
=(1/2) (1—9 4-a) | la, Й = (1— 402) Sane: 
El mínimo de esta expresión so logra cuando @ = 1/2, 
es decir, si CM, AN, ВР son los medianas del AARC 
(ejemplo 14), Esto mínimo es igual n (3/4) Sano. А 
Ejemplo 13. Los triángulos ABC y ACD so encuentenn 
en un pinan ade modo que los puntos / y D so silónn a dis- 


tintos Indos de la recta (AC) (fig. 44, а, b). Demostene 
que el 5 del cuadrilátero ABCD os igual a 


а, m a 
S83 114€, BD. (4.7) 


condición del probloma (1D, AC) ~ 


eso, los vectores IAD, ACI y (AC, ATI 
‚ por lo tanla, la longitud de la suma 
os igual а la suma do sns longitudes: 


A Según di 


de estos vector 


— E we zx ا‎ Loa cue 
AD, ACH 4-1 AO, AM = LEAD, AtA, ABI = 
au Leere DE. ME E 
1040, ACI[AB, AC]  LAD— AP, АСИ = 
= IBD, Аб]. Ya que 


کے = 


NAD, ACY=2S anar ПАС, ARY=28 4004 
S Sanat Sano 
E s Еч 
se tiono S= (1/2) | (BD, AC] |= (4/2) LAC, РІ. А 


14. 231 


Piemplo 14%. Dado тш Iriángnla ABC con el бтп à las 
rectas (413), (FC), (CA) están vlegidos los puntos 17, N, Р, respecti- 


vamento, de malo que TA = а, HR -= PRO, CP = yC, 
apy (Û ml IÓ ү) у dus rectas (CAD, UP) y JAN 
so inoseni de dus en dos D = (CA) {| (MP), 
= (C11) (AN), Fs QIP) n (А N): Tallar el áron o del triángulo DEF- 


в в 
№ 
ul 
A DA Л 
d) y 
Pig. 44 


A „Puesto que apye (i — o) (1 — В) (1 — у), los puntos 
р, E, Р son еони ds n dos [A [4m “өтмө 9 del 


ER сар, 2). S en calidad de N 
CA y li = CD, entonces 
Т), BP = ya — 
BD = BP, RE ~ unD, AF = эй, Л 
Jos números r, p, 2, п, oy jo por da regla ilel c 


ares bi 
көй y m ur 

UT n 
габ, TD m EN, 


m= mAN (busearomos 
sho empleand i 


iml do La descomposie 
ciclo ARCA obtenemos 


а " e‏ ج =r‏ جه 
ЛЕ. CRACA a> (ene MW) e (ae (o ед аў‏ 
=w (deca) tun,‏ 


PIT eu 


press qnd aum { 


а 1 


TT 


aj 


AES 


ж 0, En ofecto, 1 
ersecan) y anli 


af = 0, tendríamos a = 0, 4 — [V 
Û y, por consiguionto, apy == 0 = (1 — e) ({ — В) (1 — ү), 
ptt Di 
y 


mec d 
ПЕР, KFI «m Ur 


1 NT 2s 
за ee RICA, ANLE mb remi M oto | | dab 


"a2 


(e GMT} rile wl а б АЕ 


+40 (1-2 I= 421 оо И 
—p4-aB l S. 
Puesto que 
а Вав) UMU a Бау) u, 
5 (84-а — orm 
Ва) (£8) 0-0) 
100) (aan) 
SL SN (1-9) (1—M(0—w 
rs E TE C 
on definiliva. tenemos. 
(аву U- a) 0—0) Uy" 
(¡=P Fam =P 0 -- o4) 
quse 1/2, entonces 


Чер e 


gu 


S.A 


Nolemus que si 02 


ШАТЫ 


Ejemplo 15. En los lados DE Ici, ICD] y IDA) 
de m cuadrilátero convexo ABCD del área S (fig. 4.0) so 
sitúan los puntos M, N, P, Q, respeclivamonte, do modo 
que LAM |: LAB |= inv E IBC |= 1Ср |: CD | = 
= | DQ |: [DA | = a. Hallar ol áron o (о) dol cnadrilá- 
toro МУРО. ¿Con qué valor do æ es minima osta йгса? 


_A l'or la fórmula (4.7), v (a) = (1/2) тий, NOM. donde 
ATP = MA 1+ Aba. Db = алб + AD—(-- 900 = 
У + вл} 0-9) Ab - 0-а De 
aD. D.1(1—a) 4C, ; Nó- (1a) 1 00—446, (MP, NO) = 

219004. (~a) de, (1а) BD —«AC] == (202 — 29] 
1- 114€, 801. De oeste mudo, 

а (о) (112) (202 — 204-4) 1140, DDN == 
(Ja — 2a. 4-4) 5. 


Bl mínimo do о (æ) зо logra (y es igual a (1/2) 5) cuando 
а = 1/2. А 
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a do un triángulo AUC os igual a 5. | 
s os medios de los Julos [А B] у (AC), ге 
Los puntos M 4 C y N зо опстои situados en ol 
tudo IC] con tal quo у MN | = 1 NC | (fig. 4,7). Las rectas (LAT) 


Fig. 4.6 Fig. 4.7 


Y (AM) cortan la mediana [IF] en tos puntos Q y P, resp 

Monte Domostrar qua pas iren т И vilítera UT sa 

las, igualdadrs (буу < (1 ¿Ba qué casos: а) о — 
= (1/5) $; b = (Л) 


dición del problema, o<: 3 1). Los vectores BP y DJ = 
zm [3 4 E son codirigidos, Por eso oxista un número А tal duo 
TP (5 A (4 41-7). Auálogamonto oxisto w número a lal que 47 -- 
AÑ = a (û le E 9/8) 9. Del cielo ARPA obtenemos 
(a + (t 2) D =Ù, os decir, 
Do aquí A (2 — y — а). | 
gulo D PN os Spp == (1/2) | UTP, If 


(1 — 2/2) el | = (1/2) А, (1 — 2) LT [| 
— a)l. De modo análogo consideramos el 


consi 


1/2) 
1l 


nem 
а, sno p s. 


De este modo, 


Supra Supy— Snom -2 a) E 
oot 3 зп) 


= (0. 


lin ciin f () os continuamente dieronginble on el segmento 
10, td con tal que /^ (r) — 2) )2 — 3/2 (4 — a (a — 2l. 


Por lo lanto, J’ (9) on el intorvalo (o А 1) casen, 70) 


qie ntorgalo. y GJ = O enel үкам 


1 l 1 йөк = € 
d] ше (у 8s мн ef intervalo 0, 117 (9 


" 


loga, nes minimo cuando x = 4. Do esto modo, o = (4/5) 5, 
IBM MN | = | NC] (оп osto caso (EM) I (AN): is 
= (uh S si M=B. А 

Ejemplo 17. Domostrar quo ol áron dol trapocio ABCD 

A tbk |, AD 

((AD) | (ВС)) os igual а 25 | (4B, АВ, dondo k= 
=| BC]: | 4D}. 

A En = AB, = 25. Entonots, БО = kAD=ha, 
AC - ABA. BC =D +R, Bb-Ab—AB =а—Ё y 


pee n 

Sanco==5 ПАС, BD) = -p 1104 Ka, = 
-4 Ë ا‎ B = EET 115, 61. А : 
Ejemplo 18*. El ároa do un trapecio ABCD os igual n 5, la 

razón do las longitndes do Ins basos es | AD |:| DC | = + =3. 


Еп la rocta quo on ol punto K corta In prolongación do la baso 
[AD] tras ol punto D, el sogmento [EF] está situado de modo que 


"pe 


Tig. 4.8 
(AE) non, qur) П (СР) ПЛЕТЕ Lo me 2,L СР|:|1ВЕ|= 
ı == 2 (fig. 4.8). Haltar ol área o del triángulo EFD. 


A _Dosignomos AD =a, AB =b, БК = za, к> 0, DË = 
m ER E kitono AE em A] Mmm TP = ja, pui = 
tan, BG = ka. Dol ciclo ADEA Û FF — Ñ = б. Dol ciclo 
ADCEDA 4. (6 — 1) +. -e pz — jj = Û. Do esto sistoma hallamos 
= pi к@— "M — Am). Por eso, A 


1 1 
=} 1100, DF TIT y =i llis 


appear 0—0 PEUT al 


14=, 3 5. ^ 
A dr neo ol ejemplo 17) 
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тоу тө son 
(1-1 am De 
posibles dos vis 


mo dicas t 
[=т=] FET TT 
Bp =n, entouees 
Ejemplo 19%, Domostrar que todan las сагак dol асо 


АНС) sou do & 
Cj Hagamos uso de la Fig. 


18 (f 2 dol cnp. 3 
кт Mma e 


lo si, son иа 
4 y las design 


mes del ejemplo 


п BD E |e 


L جس‎ = ИТИ" do ө, 
Sacu | ШС, BM =} le, e—b tall Mes аһ], 


= bam TL ES ` PICAR 
Snan cx MAD, AM = 10а, bel] a, ell, 


P‏ ج ج 
nac g 1C, AM] Ese [6‏ 


ЕЛЕС 


dle uen dms HS 
Save = MAD, AC LL, eed Ls 6 
Sobro la baso de la identidad 11%, ADI? » ux — (0 
igualdad ıln áreas do lods [ав caras dol lelraedro A UCD e 
lento al sistoma do ocunciones 


ny la 
y equiva- 


Dd, dto, y, 
ре, GA Seed i 
n (a, DC туе (4,8) 


comiciones tenemos 
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Multiplicando estos relaciones, obtenemos (Gici— (a, 32) (a, Dx 
x (B, 2-0. Como à y б no son coliucales, 2 | lel > | (a, 91. 

onsiguiente, (т, ù) (D, €) =0. Por eso, a3 (b, cse (a. (Ax 
=N, es decir, (0, с) =P. Entonces, e (a, 2) = (a, c) (0, 0, 
o sea, (a, 0) = 0. Sustituyondo los productos escalares hallados on 
la ecuación (4.8), obtenemos 3% (12—22) =0, es decir I2[217]. 


Por consiguiente, | AD | =| BC |. El vector D=EF es ortogonal 


= = +„ جس 

lanto a AD — 22 como а DC «22e. Sohro la base dol resultado del 
ejemplo 18 (5 2 del сар, 3), tenemos también | AB (=| CD | 
y ВЮ |==| AC |. Así, los longitudes de las aristas cruzadas dol 
letraedro ABCD son iguales de dos сп dos. Por tanto, sus caras 
son triángulos congruentes, ж 


[E 


Producto vectorial doble, Ecuación vectorial de la 
{а en cl espacio. Vector normal del plano 


Ejemplo 1 (fórmula del producto vectorial doble 
(PVD). Demostrar que en el espacio para conlesquiora tres 
vectores 


d, D y Ese tiene 

(5,0, dle (а, d (a, 0). (4.9) 
C) Escojumos una baso ortomormalizada — dorecha: 
Ej on ol 
plano paralelo n los vectores b y c do tal modo quo el vec- 


Vor T sea coliueal al vector Û y haciendo Ẹ = 17, j]. Boton- 
ces, en esta base 


(7, 7, È) tomando In baso ortonormaliza 
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En el segundo miembro do Ja última igualdad sumemos y 
Lemos vl vector абс. Obtenemos le, Îb, ell = 
= bi (asc убу, E 00) — (cxi -l- ey) (tab -H as | 
b (a, е) — c (a, D. m 
2. ¿Bajo qué condición necesaria y suficiente 
a igualdad 

lte, ùj, cl = Los 00, с? (4.40) 


A Por da fórmula (4.9) lfa, Bl, 21 = — 4e, 1d, Di = 


Wt, à) ¿0,3 [а, lila c] (а,Ь). Porco- 
igwiente, la igualdad (4.10) so cumple cuando, у sólo 


cuando, Û a (5, 9- Poro según la fórmula 


(4.9), so tiene a (b, c) —2(%, 0) e 10, (а, c]. Do osto mo- 
do, la igualdad (4.10) es válida cuando, y sólo cuando, 


Ib, 1а, с] vectors Û y [а, c] son coli 
nonles. Esto os posiblo si leo d dc. У 01 vector bos 
ortogonal n cada uno do los vocloros й y 6. А 


Ejemplo 3 (ceuaelón vectorial de la recta en el espacio). 
Sra quo en un espacio están fijados wn polo О y escogidos 


los veclores a 0 y Л] con tal que (47, аў = 0. Demos- 
{гаг quo ol conjunto 2 de todos los puntas dol espaci 


cnyos radio vectores 7 


0, о soa, si la 


alisfacon la ecuación 


TES (4.11) 
es lu recta. Indicar su posición en ol espacio. 

o Solución primera, Uscojamos un sistema de conrdo- 
nadas (0, f, j, K) dotal modo quod. aja, a = |a | 50, 
o sen, a == (0; 0; a). Como (47, a) = 0, ol sistema do 
coordeund indicado puedo sor elegido de modo qu 
vector Af gon coliugnl nl vector 7, «es d M т 


z: (os т 0). Alora, si A (2: z) es un punto arbitr 
de 1, entonces, en virtud de la ecuación (4.41), 


ТТЕ 
17 a= |а y 2| пуа А m. 
0024 
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siguiente, el punto A (а; у; 2) € Lsi, y sólo sí, sus 
adas (a; y; 2) salisfacon el sistema do ecuucionos 


y=0, а= mla. (4.12) 


La primera do ostas ecuaciones es lu del plano Оза, la 
segunda es la dol plano paralelo al plano Oyz. Por tanto, 
Los conjunto do los puntos comunes para los dos planos, 


o son, es la recta paralela al ejo Oz (al vector d). Esta recta 
pasa por el punto con el radio vector ту = (т/а; 0; 0). 
Espresemos Ty mediate a y Mi 


[i ul 


piaci 
- 47-5. 47 


Las ecuación pacamél 


de la recta | Lione la forma 


MI cat, ten. (4.1 

ШП 
Solución segunda (geométrica). Si Af = 0, 1 es ol 

conjunto de todos los puntos del espacio cuyos radio vec- 


Lores F son colineales al vector т (puesto que a а = 0), 
o sen, l o5 AL recta que pasa por el polo O y tiene ol vector 


director 3 

| Son Ж 520. Cowhigromos ol plano P quo рача por el 
polo O y os perpendicular a M. Partiendo dol punto O, 
Wacemos el vector ОЙ = a. Ya quo (2, Af) = 0, entoncos 
A € f. Por consiguiento, (ОА) € f. Sea B (P) un punto 
arbitrario do l. Do la fórmula (4.11) F3 Ya propiedad 1 
dol producto vectorial, tenemos (^, M) = 0, es decir, 
BES. Do csto modo, Los un subconjunto del plano $. 
Luego, 11%, 21 | = 12% |, o son, ol áron del paralelogramo 
BOAC construido sobro los vectores T y a os igual a | AF | 
(la propiodad 11 dol producto vectorial) y la altura del 
Paralelogramo BOAC bajada desde el punto Ja la recta 
(ОЛ) Viene longitud — 12 VI“ | que es común para 
todos los puntos 13 € L. Do este modo, todos los puntos del 
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Luados sí el plano P y son equi- 
(OA). El conjunto de 
atos do Sa ncis Jt de (OA) se compone 
rectas ly y L s а (ОЛ) (fig. 4.0) 
stas rectas (on la fig. 4.9 os la recta (5) 1 


istantos (a distane 


res ? de los puntos pertenecientes a ella, j 
f 


men- 
do, la hase derecha y 
а ога recta, la, la base 
«uierda, Соного 
propiedad 1V del pr 
vectorial, ly no ШШ 
puntos del conjunto 2 егі 
nidos por la ecuación (4.11), 
y lado punto de l perte- 
песо al (para cada uno de 
estos puntos se establecen 
piedades E, H, TV quo. doterminan. Ju. iguulilad 
(4.11). De oste modo, £ os la recta que Tiene un 
vector director y раза por el punto D (base de la per- 
pendicular bajada desde ol punto О n lu voeta 1). Se puedo 
hallar fácilmente el vi or ly dh de punto D del modo 
siguiente, Puesto que OD LOA, OD д ME y lo base 
(0b, 9A, М) os dorecha, entonces, OD ТЕА, AT), o sen, 
p, Ala, ШЇ dondo A > 0. Para hallar A wotemos que 
ES 10D : =h D И] es decir, [M VL | = 
eda, ALS OL ATL E A d | on V6 y FÎ sou 
ortogonales). Por cousiguienle, A = V] d |, о вол, 7y 
= la, MV a f. 

Solución Lorcer 
fórmula del PVD, 

Mo d] se m e 1d, MN е (aa, A) — 

ap Га 1 


Fig. 49 


'Pomemos Fy == la, AVV% P. Por la 


Ñt ia, my M. (ya quo (a, A) 0). 


Por tanto rg es el radio vector do un punto D € £y, on 


virtud. de ha igualdad AF = by ol la conación (4,11) es 


equivalente а la ecuación 


Ir — 5. al. (4,44) 

Conforme a la propiedad 111 del producto vectorial, la 

igualdad (4.14) es válida si, y sólo si, Y — o l| à, o soa, 
si existe mm £C PF tal que т — ry = al, оз decir, 

т т, LER. (45) 

De esto modo, la ecuación (4.11) m equivalente a la cei 


ramétrica vectorial (4. por lo tanto, 2 
una recta con 1а ecnación paramélrica (4.15). W 


Ejemplo 4. Escribir la ecuación vectorial (de tipo 
ے1‎ 1 
(4.44) de la recta 1H 


ran 


A Ta reeta D pasa por el punto con ol radio vector 
Ee-e(— ^; Җ 0) y tono eb vector dimelor 7 
TTF 
—(—2, 4; 2). Como M I a y] =1 А 0= 
-34 


145%, la ecuación veotorial do 1 es 
301-4743 PASE А 
Ejemplo 5. Hallar, cl radio vector 7 del punto co- 
mún de Io recta. 1: (7, a] Й, | £0, (2, 0) = O y del 


plano P: (7, у= D, N че 0, (Ñ, 2) s 0. 

AX Escribamos la ecuación do | on la forma para- 
métrica (4.13). Entonces, el problema se roduco a la 
húsqueda ^de un número f lal que ol vector 


Je ML ті satisfaga también la igualdad (E, у= 
ШЇ 
D, o sm, L(a, Ñ)A * (a, M1, Ny pap? D. De aquf, 


¿ Pl ает NAA) 
LOTES 
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Ejemplo б, E ión normal del plano f 
dado meliante la ecuación paramétrica 7 
ШАА 

A Los vectoros a y ? son linoalmento independientes 
y paralelos al plano Ф. l'or consignienlo, en calidad del 


| a 


vector normal N se puede tomar el vector 


(4.16) 
El vector 7, es el radio vector de wn punto del plano P. 
Por la fórmula (3.28), la conación normal do P os 


IS 
Ejemplo 7. En un Lelraodro ABCD, ol plano bisector 
del ángulo diedro de la arista ICD corta ln arista TABI 
еп el punto Ё (fig. 4.10). Demostrar que | AP |: | PR | = 
m Saen: S nep. 


A Tagamos a= DA, b DB, c DO I. qe ajj 
ptu 


c ÛÎ, pe a, 00), E AP LS RE AH |. Entonces, 
лет (02) 00 1, Suen (02) | |, Per 1а fórmula 
(48), dos. vectores Ñ=, СА je DP] =le, DA je 


RADI [Е a-h p È түн” 4- 4 — 98, 
son los vecteres normales de los planos (HCD), (PCD), 
(ACD), vospostivamento. Como el plado (FCD) es bisec- 

ES 


я 
tor, so tione (Ny, Л) == (N, Ма). Por do tanto, 
Qu Ro a No) 
AMANDA 
(КИШЕТ. 


EX 
o (1—cos p) (= 1) | 1] 2 ]) 0. Como 0g 
«4805, 
Saco Snes IP ip e qy < AP ER. 


sjemplo 8. ЛЛ, ИЛЛ, ICCA, ТОРИ son аз 
Interales de una pirámido lr euadrangu 


н 
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ARCDA,B,C,D,. Su boso inforior es el rombo ARCD. 
La arista [CC,| es perpondienlar al plano (ABCD), 


ZN 
LCC, | = LAB, |= 2, 148 | = 4, BAD = 60%, En la 
arista [BC] está tomado un punto M de modo quo | BM | = 
= 3. Por los puntos В, M y el contro O de] rombo ABCD 
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Vig, 4.10 Vig, AA 


está nando wn. plano. Hallar el ángulo onte esto plano 
y el plano de la cara 44,C,C. 


4 Introduzcamos la hase orlonormalizada derecha 
OBI OR V 7041 041, E= C, бб, | (ig 440. 
En esta hase OÍ += (2; 0; 0), CÓ = (0; 2y5 0), б - 
=(0; 0; 2), GB - Qi 2V7; 0, CM = (14) CB = 
-05 y3 2; 0), GB, (112) ČË = (4; ҮЎ; 0 мд = 
. có— CM = (— 412; 3Y 812; 0), MB,-—CnM СС, 4- 


СВ, = (1/2; V 3/2; 2). Por ln fórmula (4.10), ol vec- 
tor normal. Ñ, del plano (2,MO) os igual а 


т Тт A 
(M0, MB) =| — 1/2 3/3/2 0|=(з3ү3; 1; 13). 
12/32 2 


BI vector normal Ñ del plano (A4,C,C) paralelo аў y 4 
es obviamente igual а i. Por eso, para el ángulo р entre 
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Jos planos (А70) y (AA,C,C) obtenemos la expresión 


AAA 
3 VIIV ау =з VII V3, 
q- arcos d yi arctg (2/03 V3). A . 


Ejemplo 9. Hallar el vector director de 


recta 7 que 
ся la linen de intersección de dos planos fy: (7, N) = D, 
y Py Û Уу) = Da 

A Siendo paralelo al plano Py, el vector d. (vector 
diroctor de lii recta os es ortogonal a su vector normal LA 
Análogamente, J. A. Por "e en calidad de 
«so puede tomar ol vector IE, Nal. 

Ejemplo 10. Hallar ol ángulo onire ax reela di 


( Drs 4 y 4 dai 0, 
л 


y ol plano Ф: ж 2 


A VÀ. vector director a de la vecta | se halla por la 
fórmula 


САГА (4.17) 


dondo Ñ, (554), K, 
pla 9). Por Ia fórmula (1553 


m (1; 1; 0) (véase el ejem- 
y el ángulo q entre ly f 


es igual a q= presen E. donde 
i 
Neat) a2 5 4] - (—4:4 — 2), 0 sen, 
0050 
ares = 45^, A 
2 
Ejemplo 14. Hallar el ángulo q entre las rectus 


1227-0, =y 22 


2e 2y 2 0. 


A Por ln fórmula (4.17), los voctores directores 


т y 0 de Ins rectos 1 y Z son iguales, respectivamente, a 
jk 

a = |1 2 2|=(—2; 2; —1), 
110 


; 0). Por consiguiente, cos q= | (a, 2) |/ 
ДА) = 0, ф = 90". А 


$ 4. Producto mixto do vectores. Condición del carácter 
coplanar de vectores, Volumen del tetraedro 


El número (a, 15, en se donomina producto mixto 
ma ordenada) de vectores a, Û y с (se denota; 


| 6). 
Aduzcamos Ins propiedades «del producto. mi 
vectores. 


to de 


Vig, 442. 


1%, El producto mixto es igual а cero st, y sólo si, los fac- 
tores son coplanares, 


O Si pesol i 
entre los vectores a y Îb, cl (fig. 4.12), entonces 


rulo entre los vectores Ў y c, 0, el ángulo 


(0, cuando 2 —0 o (b, c] 
(2 45, e) — 1 19116, el сово p] EP | Le] sen cos 0, 
si asb y 16, 010. 


(4.18) 


15-045 225 


dad (a, b, с) = 0 ов pasible sola- 
sos: 


De esto morlo, la ig 
mento, en los siguient 


a) n = Û. En este 
lo visto, Sepe 
d») Ф, с 
neales- y por eso ү vector 
с) " +0, D, y] 4 
320), cos 0 = G 
^ es ortogonal a ID, Ch o sea, d es pari 


cual P y € forman hase. 


so, los vectores d, B, € son, por 


. En osto caso, los vectores D y c son coli- 


sen q 56 
esto caso, 


lili i plano en el 


luego, si (n, Th, с) 0, entoneos, por da formula 
(4.18), a y у € son los vectores no nulos, son q 20, 
os decir, Û y ¢ no son colincales, eos 0 560 y, por consi- 
guionto, los vectores т y WU, C) vo son ortogonales Y 
por tanto, a na os paralelo al 1 plano on el cual Тут forman 

piss, Bn otras palabras, а, Ё y € no son coplanaros. ы 
+ Si еп una base ortonormalizada derecha (i, j, È) 


а= gU ay а}, Û = (bei byi б), см es eyi Cs), on- 
олобу 


. (4.19) 


€. Cy с 
C) Por Ia fórmula (4.1), el vector (5; с] os igual a 
AEE ba ДЕ ^p 
(ò cml by 5 b, е. “)) 
Vu. у W 
Гов ово 
"T b 
(а, 1D, $a] kd 
Й 5 
ax ау 
wiën by 
ГРЕС 
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Notemos que de Ja fórmula (4.19) y dol critorio del carácter 
coplanar do vectores (vénse cl ejemplo 20 dol § 5, cap. 2) 
se desprende Lrivinlmente la 4% propiodnd. BI corolario 
evidente de (4.19) es la propiodad siguiento, 


_ Ba. Una base (a, Ü, ©} es derecha si, y sólo si, @2, 
$2. 

C) Por la fórmula (4.19), (a, b, c) = del ST = dot S 
dondo S es la matriz del paso de la base derecha (7, 7, E) 
nda base (m, b, c). M 


an GD, д0, 006 0 = — (n 
-—( B ġ = — Ü, a, © (4.20) 


Eu particular, si en el producto mizto dos [actores son igua- 
les, entonces este producto es igual a cero. 

C) Las igualdados (4.20) so desprenden do la fórmula 
(4.19) y 1а propiodad 2 de determinantes (vónso ol $ 4 


del спр, 2). La ignaldad (a, a, c) = 0 (y otras quo tionon 
dos factores iguales on el producto mixto) se deduco do las 


igunIdados (4.20): cuando b = а tenomos 
(8, d, д—= —(@, d, ©, о son (4,2, с)=0. ш 
AAA AA 


б суе, =| e, entonces 


- me bee ОО 
(т, B, © =, by b. lEn вс). (4.21) 
€x Cy C à 
Су Conforme a 1а fórmula (4.6) 
>» [djs 2 5 چو‎ 
la e [le „| «| 


donde Tims A Jarl Ah feles б. Como 
En Л) == (б дь б), (б П) (e f) =0 (ol vector 
7, es ortogonal tanto a е, como n с), (2, J= (teit 
"Fay -F ares Т) == Au (ё, Car €). Do modo análogo, 
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(a, 7) =а (2, ез, 25), (0, f.) ma E 8, Ж}, Por consi 
guiente, 


ИЗ by b, 
GP, y Е 
b. by "КООЗ чыгы» 

к Б ЕЯ Car Ca) y b, baj. M 
"am LI 


G^, FE rolumen del. paralelepipedo construido sobre tos 


vectores no coplanares a, b y c es igual nl nódulo del producto 
mixto de estos vectores, 


O Por da fórmula (4.18), | (o, 0, ) | Га llb | x 
©х 1% Ison q | cos 0 1. Al mismo tiempo, el volumen del 
parnlolepípodo construido sobre los vectores 7, b y c 
es igual al producto dol fron S = | 5 | |с | sen q por da 


altura А = [a | | cos 0 |, De este modo 


i el paralelopí- 
pedo está construido sobre los vector 


no coplanares 
а, b, с (Fig. 4.132), su volumen es igual a | (a, b, v) |. M 
7%, El producto mixto es lineal respecto a сайа uno de los 


Jactore 


(a 4- pid, b, с) (a, б, су Lp (GL, б, с) 


(a, pd, e) (s P суз (д, d, ©), (4.22) 
(a, b, Abu) = (a, b, c) E s h d) 


para cualesquiera vectores а, b, c, d y números h y p. 
C] Las igunIdados (4.22) зо dospeenden de las propi 
«lades do linealidad de los productos escalar y Voctorial. 8 

Ejemplo 1. Calcular el volumen V dol pa 
ABCD A' D C'D' si зо conoce su vértice A (1 
exlremos de las aristas quo salen de A: 7 ( 
D (% 0; 4), A’ (5; 2; 6). 


04), 


а E 8 41 
A "Tenemos V = (АЛ, AD, A4 )| 2 —2 1|| -48. A 
^ 03 
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Ejemplo 2. En las condiciones del ojomplo anterior 
hatlar In longitud J de Ја altura dol paralelepipedo, bajada 
desde el vérlice A’ а la hase ABCD. 


A El área do baso ABCD es igual a S=1(4B, ADI. 


13b, AD]= j —24) y por eso S= 


OV EFC 07) 0 VTS = 18y2. Por consi- 
guiento, hee V/S = 4 V 2/3. А 

Ejemplo 3. Demostrar que el volumen del totraodro 
es igual a 1/ dol módulo del producto mixto do onnles- 
quiera tres vectores no copla- 
mares que forman aristas del 
Lotracdro. 

O Al construir ol paralele- 
pípodo ACODBMNP del tolra- 
odro AÑCD (fig. 4.13), obtenc- 
mos Vanep = (1/3) h- Sacos 
donie ов la longitud do Ja altura " i 
bajada dosido el vértico B nl plano Fig. 4.18 
(ACD), Saco 
ob área del | 


este modo, V. anon = 
: (16) h Sacan = (1/6) Vacon nuur = (1/0) | | (A, 
7с, ED d Adem onm, AC, AD) - = (DR, AC, AD) = 


= (Ch, AC, AD). Ез есш, (DÎ, AG, AD) = (10 — 
— Ab, Xt, Ab) = (Ай, AC, AD) — (Ab, AC, AD) = 

: (Am, AC, AD) (los vector Ah, ХС, AD son coplamnres 
y sw producto mixto es igual л coro). Anúlogamonte, 

L 

(Ch, Ac, AD) = (An — At. Ae, AD) = (Ab, AC, 
6 
Ab) — (Аё, AC, AD) = (AB, AC, AD). ш 

Бони 4 Están dados los vértices del Lotrnedro 
: ; 2), ВЗ; 0; 5), C (i; 1; 0), D (4; 4; 2). Mallar 
гли volumen y ^ longitud do la altura bajada desdo ol 
vértice. D. 

As "Tenemos. V лдар = (6) | (A, AG, Ат, h = 


— Tt 


Lan, AC, AD) VILA, ACI |. Como AF = (3; 0; 3), 
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=(—3, 9; 3) 


y HAB, AG] ЗУТ. Luego. AD —(; 1; 0), (AB, AC, 

Er bu in Aa 

AD) = (AD, (AB, AC) = 4-(—? 

tanto, Vane = 1/2, he 17V Y 
Ejemplo 5. So da ҮШ 


segmonlos que porlon: 
que ol volumen del totraedro no 


Fig. 445 


estos segmentos, sin variar «us longitudes, a lo largo de 
Jas rectas correspondientes. 

A Sean Гу / voctus oruzadas, M, N, A, N’, puntos 
de la recla L, y P, Q, 0", 0", puntos de la recta 4 tales que 


(fig. 4:44) MN = PN’ = a, QP = QV = Ù. Entonces 
(16) |, D, OR) |, 
Puesto que Q 

b pa (los 


(убаво el ojemplo 3), Уммһо 
v 


aywo = WO Ў, ON) 
QU AON NN xb 0 
Eri Ud 
QQ' y QÛ = Û son colinenles y por oso existe un número A 
cs M Р E 
Lal quo QQ' = AD; ilo modo análogo, PN == pa con un 
corficionto p), so tiono 
8 uc E E ЖОГ 
(а, b, QN) «x (a, b, D) (о, 0. QNT) Fes б, а). 
En el segunco miembro de esta igualdad el primer y el 
torcer sumandos son iguales a coro debido а la propiedad 4, 


ores 


230 


Por consiguiente, (a, û, QN) = (a, Û, QV) у, por lo 
tanto, Умуро = Умм 

Ejemplo б. En un teteaodro ДСО los puntos Af, N, 
P, Q se-sitüan on las aristas [BC], [AD], 148), [CD], ros- 
peolivamonto, con tal quo 1 AP | = (PB |, ¡AN ] = 
LND |, 1601 = OD |, 1 MC | = 2 1 BM |. Los pa- 
ros do puntos Ay, By y Cy, Du ostán elegidos, rospoctivn-: 
monto, on los segmentos INM] y 1201 de Lal тойо quo 
| NA, l=] 442; [=] BM |, | PC, =| CD, | = 1020 1. 
Halle In razón do los volúmonos de los tetraodros 
ABCD y A,B,C,D, 

E A UR 

А Introduzcamos In base б AD, cm AC, de AD 
(tig. 4.15). En esta baso, CID, = (1/3) PO = (1/3) (PA -- 
4- 40)= (1/3) 2) б (02) EHAA (4 с-ф, 
кз ad En T. 
AJ, (113) NW (113) (NA 4- AD (0/3) IC) = (3) x 
x (= (1/2) 4- Û 4; (13) (6 — 8) = (2/9) 0 4- (t/))c — 
— (1/6) d. Además, AC, = AP 4- CD, 3) b- (46) c + 
(буй, AA = AN 4- AB, Q9) 8 4 (9) 6 + (4/3) d. 


Por consiguiento, Cid = — (1/0) — (1/18) с + (1/0) d. 
BI volumen dol totraedro ABCD, оз igual а 


ке к. RS 209 4/9 —1/6 
AU, Gb, CA = 411—096 46 t0] x 


10) —1/18 — 1/0 


i, c d) e VADO, 
x (b, с, d 10 5 91 90160, А 


emplo 7. Demostrar que si la, DÌ- [D, c) + 
| 1. al = Û, los vectores а, Ü, 2 som coplanares. 


A Multiplicundo esentnemente esta igualdad por а 
oom A Lh le as Co 
mo (a, Га, DJ) = (а, [с, a]) 0, se tione (a, Ù, à) 0. Con- 
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forme a la propiedad 1 del producto mixto, los vectores 


A 


n, b y c sou coplanares, 


Ejemplo 8. Demostrar que si los vectores 


1, cl, le, a) son coplan 


5, son también. coline 


A Sea que los vectores la, 0l, I, cl, 

. Entonces son linentmente depend 
existen números жт, y, z que no son iguales а ce 
neamento (4 y? A 22> 0) tales que 


simuli 


ela, Ü 4- MD, 4-а 16, al = б. 


r esla igoaldad por a, Ò 


Al multiplicar de modo ese 


sucesivamente, obtenemos: у(а, D, c) = 
z (a, b, j-9 (а, Ù, c) =0. Do aquí (a at 4 
+ 2) (0, Û, 9° = 0, Por consiguionto, (4, 0, c) += 0. Los 


voctores a, b y ¢ son coplanares (paralelos a un plano P). 
‚18, d] (conformo 


Cada uno de los vectoros la, B], 10, 
a las propiedades 1 y HI del pr “шс vectorial) es ora 
unlo ova paralelo а Ta recta porpendicular al plano P. 
Por lo tanto, estos tres vectores son colincales, 

Ejemplo 9. Demostrar la identidad 


їп, b), [e = (a, P, d)—d(a, P, e). — (423) 

A Teniendo en спота la fórmula dol PVD (4.0) y 

Ja propiedad A Mol producto misto, tenemos ТИЛ? 
(a, 0), d) —d(la, 5), c) 


(0, b, d) —d(a, bo. А 
Ejemplo 10. Demostrar quo 


c (d, а, Û) — d(e, а, 


a, b, ey. (4.24) 


(ба, 6), 1b, с, Û, apo 


D) Por da fórmula (4.23) 100, с, "^ all 0, 6 0) 


—à, [ 5 je 2, а) = (0, b, E с. Por consiguien- 


232 


le, (а, 80, 0, cl 1, apo Qe М, G b, 9 ¢) = 
(01,940 9 (а, 5,96, п, 5) =, 5,09% а 

Las fórmulas (4.24) y (4.23) permiten obtener la se- 
guuda solución del ejomplo З. A sabor: si Jos volores 


la, bl ib, 0), (6, Ф són coplanaros, su producto mixto es 
igual 'a cero. Por consiguiente, en virtud do (4.24) 


( E, е} = 0. Entonces, por la fórmula (4.25) tenemos 
lía, Ùh, Te, a = (us È, 4) — a a 0,0 =. —a fa, b 
©) = —4-0 = б, o son, los vectores la, DI y Їс, a] son 
lineales. Anílogamente so verifica que lla, 3], IF, 21 = 


= llb, c), 12 al) = б. 
Ejemplo 11. Demostrar la idontidad 


G b a= (å, b, a+, d, DC, b, фе. 


«fa, bl, le, П. Por 


A Consideremos ol vector m 
la fórmula (4.23) m=¿(a, Û, d)—d(z, b, с). Se puede 
iimbión escribir el vector m en la forma melle, d], 
(a, Bl elle, d), Û, ар = bG, d, а) —а(с, d, P) (ила 
voz más se ha tomado on consideración (4.23). De osto 


modo, (a, Ù, Di) me — (a d, j— 
aqd, б, cj, do donde se deduco la identidad domos- 
irada. А 


Ejemplo 12. Scan a, b, e, d los radio vectores de cna- 
tro puntos A, J, C, D de un espacio respecto a ciorto 
polo О. Demostrar qne estos cuatro puntos so encuontran 
situndos en m plano si, y sólo si, 


(2, b, 04-02, с, d) m (0, с, HÛ, d, 2). 
A Los puntos a, 8, C, D so encuentran en un. pin- 
mo si, y sólo si, (AB, AC, AD)=0, es decir. (b—a, 
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c—a, d—a)==0, Conlormo а la propiedad de linealidad 
dol producto mixto y tomando en consider 


ión la pro- 


piedad 4, tenemos, о=ф—, a, а), ca, 


d-3-6, асар 1-90, 2 ¿0-6 a, da 
-@ dd Я ri 2-9 = е 
—@ а, YA, а, а) (а, Aa с, Aa 0. d)— 
—(а, а, а) = Ü, е, DFO, d, ау— (л, 9, с) KG, 5,0). А 
Ejemplo 3. Están dados los voctoros à = DA, T- 


= DB, с = DC do tros aristas do un tetraedro AHCI) 


quo salon del vértico D. аав el vector Di de Ja altura 
dol Lotracdro bajada desdo el vórtica D al plano (АВС). 


A El vector BÎI es coplanar a los vectores no calinon- 
les ЙА a — Û y Ho 0.0, Por lo tanto, existen 
números A y p tales quo TÎ = (a — Ù) 4- (2 Ù). 
El vector DË os porpomdicular al plano (ABC), o sen, 
os colinonl al vector d = IBC, BAI 17 — b, a — Ù) = 
= je a) 4-14, 0] 4 18, cl. Por com guiente, oxisto un 
número v tal quo 077 = vd, Dol ciclo DUBD tenemos 
Юй Di Юн =Ü, es decir v le, al 4-2, 01 4 


КЇЎ, I) em Ni A (1 — X — н) 8 4- pe. Multiplicarido da 
modo escalar los dos miembros de esta igualdad por ol 


vector d, obnomos v |d P 


dy 0) es decir, v = 
= (a, 0, ОЛЕР. Do este modo, 


Dis (18, 1-a, bË, 20). А. 


1а, aia, 0-00, el? 


Ejemplo:14. Domo: 
extremos A y В so on 
ángulo «diedro dado, : 
caras si, y sólo si, Ins dis $ entre cada mia do los 
oxtremos у In arista del ángulo diedro son iguales. 
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r quo un sponte 1A B], cuyos 
las caras de am 


_ A Sean $ y Q las caras del ángulo diedro (fig. 4.10), 


R, y Ñ, sus vectoros normalos, A € f, 1 € Q, C y D dos 
puntos distintos en la nris- 
ta del ángulo diodro, A^ 
y B' las bases do las por- 
pondicilares bajadas de los 
puntos A y B, rospcoliva- 
monte, а Ја recta (CD). Los 
Sur EE Hag 
vector СА = ЛА, 0 = 
= "p, " B forman hase 


con lal quo a pl. b s Р 6 z 
En idad do Jos vec- Fig. 4.16 


toros normales Ñ, y Na 


a MIMI = 


АТУ, =I, el, LN, | += 181121. Según lo 
fórmula (3.53) los ángulos formados, por ol soginonto 
IAB] y las caras f y О son igualos si, y sólo si, 


ий. йй A 51 , y GB ao 7298051 
ШЕЛҮҮ lal im 


Descomponiondo el voctor AÑ sogún la base (a, bj 
: AB = —@ e DM (A os desconocido), obtenemos, 
couformo a las propiedades 7 y 4 del producto mixto, 
e, a Û = (0 а, с) -+ (b, a 8 + M = 

Ü, а, с); (AB, б, e) = — 4, €). Por lo 
tanto, los ángulos formados por 14/21 con P у Q son igun- 
los pardo, у sólo cuando, Ald | em MD |, оз docis, 
| AM Fs LI |, 


Ejemplo 15. e vectores Ey Ea, бу son 


so puedo tomar los vectoros №, 


o eoplannres. 

Domostrar quo los vectores Jy = le, ool, Ja = lén, ol 

Î = (6, Cal tomados on osto ordon forman baso derecha. 
A Por Ja fórmula (424), (ji Ja, Т) = En Ea ы 


Puesto quo (e, EN Ta) os da so, (6, Ea 02 > 0. Por 
consiguiente, según Ja propiedad 3 del producto mixto, 


Un fos Ja) os la base derecho. A 
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Construida por la base (e, y 
donde 


бо») 


so denomina base recíproca. de Та hase (e, Ca, a). Do lus 
propiedades. d. [ producto misto se desprende que para 
lodos los ё, j = 1, 2, 3 


0, cuando i j; 


T 
€ = 4, cuando i=j. (4.20) 
Por ln fórmula (4,24), 
f i (4.27) 


[HET 
Ejemplo 16. Hallar el radio vector ¿del punto eo- 

ш M de tres planos: ffi: (5, LAE zy Py (È Na) = 

Da Pa C, No) м Dy, donde (V, Na, N #0. 


A El vector buscado 2: satisface el sistema de conacio- 
nes 


Ñ) = D, G Da (E, Nm Dy (4.28) 
Busquemos z en la forma do descompos 
baso (V; Ni, Ni) reciproca de la baso (Nj, Na Na): 
T= yN, aN; (Ns. Entonces (т, Ñ) y (o 2 4- 
4A. N) ИД ГА] 
A 


Na 


n og Ta 


= y [vónso las igual dados (4.20)]. 


agamonte, (z, Na) = z, (P Na) == L os decir, ol sis- 
її loma da forma y a= Dy, 2 = Da, 1 Da y хи sobi- 
ción os obvia. De este modo, 


DNDN 1 DAS 


(A (0020 


(u Na Na) 
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Ejemplo 17. Hallar el vector z quo forma ángulos 
iguales con vectores no coplanaros dados auc 

A La büsqueda de F es equivalente n la solución dol 
sisloma do ocuacionos. 


G2 =a, (GU) G dv 


dondo a = 1311] соз, В = 12110 1 coso y= 
z ГЕ [eos qi ф ез ol ángulo (Igual) desconocido ontre 
y c. Por la fórmula (4.20) tenemos, раға 


хуй туб, 
ol sistema (4. 


Ge аб EBES alla, 0 


(1, 0,7) 


= || созар! ا‎ + fet. T 


(a, b, о) 


Puesto quo, sogún la condición dol problema, la longitud 


del vector z no os sustancial, en calidad del buscado se 
puedo tomar el voctor à ' 


ЧИШЕЛЕШ 


Gh) . 


donde (es un número roal cualquiera diforonte do cero. А 
Ejemplo 18%, Domostrar quo para cwalesquiora. vocto- 


red, Û, са р, ток а In igualdad 


[P 
Gb Qon 2) = |у, а) (у, 0) (0. 09|. 080) 
60660 


D Si (a, 0, ©) =0, o sen, los vectores û, b ye ¢ son 
coplanares, entonces uno de los vectores a, b, ‹ n (por 
a = ab + Be. 


ejemplo, 4) se descompone en dos otros 
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Entonces, 


Goa бр 


en el sega 

In combinación 
cera, l'or eso, el delermi- 
mante dado es igu: De ceste modo, si (a, 0, cj 
«попова la igualdad. (4.30) queda “cumplida: sus das 
miembros son iguales à cero. 


Por lo lantas on el det lerminnnle que e 
m bro de 
lineal de la 


0, с) es ln ba 


Y 2 segón Ja hase 


aya -H ab 4 aye”, 


y = Маг + Pad 3e he, 
aet al d vec, 


Por M fórmula (4.21), (E, у, 2) A (a. P, e), dondo 


94 €. a 

= [Bi Ba Pa 

Yi Ya Ya 
(о en consideración la relación (4.27), resulta que ol 
or miembro do (4.30) os igual a @, Б, с) a 2) = 


anl 


= a, Б, eq le È) A = A, Por otro lado, on vi 


EAA A esr) 


(2, d) ا و‎ 5 - 
› derecho 0. 30) es tamtn igual al аын 
nanto A. Ж 
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Ejemplo 19*. En un paralelepipedo ADCDA'B'C'D', 
ZN 
Ins longitudes de todas las aristas son iguales a 1, DAR = 


ZN Pas 
= DAA’ = ВАЛ’. Паг el valor de cada uno do estos 


ángulos si el volumen dol paralolopípodo os igual a 1//2; 
A Empleomos la fórmula (4.30), en virtud de la cual 


G, a) (a, Û @, с) 


= |@, D @, 5 @, 91. — «30 


(a, 2 G à (с, с) 


Tomando a = AD, 5 = AD, с = AA', resulta. que el 
volumen del paralelepípedo construido sobro los vectores 


Fig, 4.17 


AD, AB y AA' puedo hallarso por In fórmula 


(AD, AD) (AD, AB) (AD, AA) 


Y ancora (AD, АБ) (AB, AD (AB, AA’) 
(AD, BAY (AB, AJ) (AA AA) 
(4.32) 
Según la ón, 14D |= 1 = А Кы 144" rad, 
o sen, (AL AD = AB, Ah) == (a, ' 


1 
= 


(AD, АЛ) ‚ AA) = (AB, AA) = cos p, y bois 
zs 


ZN UN 
„= DARB = DAA’ = ЙАЛ' (fig. AAT). Sogn la fór- 
mula (4.32), obtenemos 


[Mow] 
wA w| =y m= 314-1, 
wwi 
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donde w = cos p. Resolviendo 1а ecunción 0 = 20% — 
— Зи? 4. 1/2 = ди — 00? — (Qu? — 1/2) = 20 (w — 
— 1/2) — 2 (w |- 1/2) (e — 1/2) = 2 (e — 1/2 x 
X Qo — (VF 4 1/2) (w ++ (V3 — 1/2). y teniendo en 
enenta Ја desigualdad Jw | = [cos p |< 4, hallamos 


qm ato eos -р =00*, pa = arc cos 


= 180° — arc cos 


Ejemplo 20%, Expresar ol volumen del tetraodro A RCD 
mediante las longiludos a = | AD |, b= | 70 |, ¢ — 
= CD | do sus res s que salen do un vértico D 


CN PS ZN, 
y las magnitudes a = ADB, f = IDC, y = EDA de los 
fingulos planos de esto vértico. 
A Empleando el resultado del ejemplo 3 y la fór- 
mula (4,32), obtenemos 


/ 


1 
Vano 
aneo р 


(DA, DA) (DÀ, DB) (DA, DC) 
(0л, Db) (Dh, Db) (Dh, DC) 
(DA, DC) (Dh, DC) (DE, DC) 


ү /| a abosa accomp] 
=4 1 p? аф сово: 02 hecosph| = 
ассов y босох [р е 


YT y А 

Ejemplo 21. Demostrar que se puede calenlar el volu- 
men del tetracdro APCD por la fórmula V = (1/0) x 
x | AD [| HC | d sen q, donde q es el ángulo entre las 
rectas (4D) y (BC) y d, la distancia entre estas rectas. 

A Él volumen V del tetraedro ABCD es igual а V = 
= (8/6) | (AP, AD, BO) | (véase ol ejemplo 3). S 
M € (AD) y N € (IC) los puntos de intersección de 
perpendicular común n Ins rectas (47) y (HC) con es 

paid EB 

rectas, Entonces, d = | MA | y el vector IN, siendo 


ortogonal a AD y BC, es colinoal al producto vectorial 
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-> 


1D, |. Sean A y p números (ales que AE = MAD, 
> 


ША - ABC. Entonces Яй = х2 + —aBC y 
=% DR zx 
(AB, Ab, BC) =1 (Ab, 4D, EC) + (MN, AD, BC) — 
л = а рк 
—p (BC, AD, BC) = (MN, (AD, BCI). Por tanto, V = 
тк جد‎ EE 
= (1/6) (MN, 14D, BC) | = (1/6) a- | LAD, BI | (los 
vectoros (40, BC] y MN son colinenles). Сото 
| AD, BC] | = LAD | 18C | sen p se timo V = 
(1/6) | AD | | BC | d sen q. А 
Ejemplo 22*. Sea dado wn tetraedro ABCD. En las 
aristas [42], (CD] y la prolongación de la arista [ACI 
iras ol pons C ostán ologidos los A 
puntos Af, N, P, respectivamente, 
do tal modo quo | AM |: 148 | = 
A 1 CN 1:1CD]=p 
[>с 1: [СА | = v. Dotorminar el 
volumen dola parle —cortada dol 
tetraedro por el plano (MNP)— 
que contiene el punto A. El volu- 
men del Letraedro ABCD os igual 
a V. 


A Sean Q y t los puntos do inter- 
socción dol plano (MVP) con las rec- Fig. 4.18 

tos (BC) y (DA) (fig. 4.18). El volu- 

men del poliedro RA MQCN cs igual a V, — V, dondeY, = 


= (1/6) 1 (PA, PM, PR) | y Va = (1/6) | (PG, PQ, PN) | 
son los volúmenos de los tetracdros PRAM y PNCQ, 
vespeclivamento. Calenlemos los vectores quo integran 


Ins expresiones de los volámones, Designemos СЯ = a, 
b cb m4 Entonces, V= uo) | (a, p 5 1. Te- 
= (v + 1) a + X Ü — û). Sean PO = А 
CO = yl. Hallamos z c y empleando el ciclo PCQP: Û = 

= Pe + C0 — PO = va b a (v 1 Na + 
+ AD. V n virtud de la unicidad de descomposición según 
la base (а, 5) y = ah, v = a (ә 5 — A). Por consi- 
guiento, æ= v(t + y — А), Sean PR -ibN, ЙЛ = 
= wDA. Empleando ol ciclo PRAP, hallamos números 
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a APA = 2 (С 4 


= (zv pw о l)a 4 


desconocidos z y w: Ù 
ЕА E 

+ CN) ае (a — c 

+ (2n—0w) с D vi zy aeo v е d == 0, ар ue 

r las dos ignaldades, oblenomos z = (v 4- 


+ D/(u eL Y. De este modo, definitivamente tenemos 
уфт 00 
V, ЗАА 0 1G. b, e) m Qd DX > 
woo бш 
= LP р, 
Ev 
D d. YE ar. 
у, = |( y PA, PM, т) |= Wen 
Ly (1- (AE y 
is + 1 [mx 


NERIS) 402r 
а: ( CFT ESTA) ) |o 
Nolemos un magnífico caso. particular de In fórmula 
obtenida: A = p = 1/2 (ol plano (MAP) pasa por los 
puntos medios de las aristas cruzadas del tetraedro). lin 
esto caso (indepondientemento de la magnitud v), Y, — 
— V, = (1/2) V, es docir, el plano que pasa por los puntos 
medios de las aristas cruzadas del tetracdro divide este te- 
traedro en dos partes de volúmenes iguales. A 
Ejemplo 23* (teorema de los los ensenas para um ángulo 


де. 
triedro). Los ángulos planos ЖОЙ, BOT, CO (tig. 4.19) 
del ángulo triedro OABC son iguales а а, f, y, respectiva: 


monte. Demostrar que la magnitud 2 del ángulo diedro 
do la arista (OH) satisface la relación 


соз y— соз a cos f) 4 
cos È= TIO A (4.33) 


Cj Considoremos los vectores unitarios 7j = 
- e 0 |, = Obi 0h NES den OC 1. Baon- 


ces, M, = fen eal UN, | = Т || Een fm sen р), 
T n EJ (LN, | = son о) son los vectores normales 
do los planos Und y (AOB), respectivamente (en la 
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fig. 4.20 so representa la proyección del ángulo diodro 
buscado do la arista 103) sobro el plano ortogonal a 
(OB). Conforme a las propiedades do los ángulos con los 


Fig. 4.19 Fig. 4.20 


Jados respectivamente perpendicularos, 
Fins 
cos Ê e cos (180* —(N,, №) = — 


(y, a) 

sen a sen. Ы 
Para calcular ol producto (M, Na) empleemos ol hecho 
de que, según la fórmula del producto vectorinl doblo, 
tenemos (eg, N;]—les, lez, esll = ea (ea, єз) — Ca X (ea, бу) 
y, por lo tanto (M, Nò e = 
= @. Ba М) (e Tes NI) = u e Co a — 
— (с, ез) le; |" = cos a cos B — cos y. Do esto modo, 


cos B = (cos y — cos æ cos P)/(son a son f). Ш 

Ejemplo 24*. Demostrar que: n) todo ángulo plano 
de un ángulo triedro es menor quo la suma de otros dos; 
D) la suma do los ángulos planos do un ángulo Lriedro es 
menor de 360”. 


A a) Utilicomos las designaciones del ojomplo 23. 
Ya que 0° <a 180°, 0° <p<180%, 0° < В < 180°, 
de Ја fórmula (4.33) so desprendo quo соз y = cos (u-+P)-+ 
4(14- cos B) sen ос зеп f >> cos (9-0). Puesto quo on el 
segmento [0°, 180°} el coseno decreco monótonamente 
y 0° <y<180%, de la dosigualdad cosy >> cos (a+ D) 


DaN) = 
[КИЕ 


16+ 243 


so desprende quo y« cp si ^a p< НИ”. Si 
-{-[7> 180°, la dosigunldad а 1-2 y es obvia puesto 
que 180° y. b) Transformando la desigualdad obteni- 


da 0 « cos y — cos (æ -+ В) = 2500 ыу, 
y empleando el hecho do que, según lo demostrado, 
0< SEPT < AER 4809, es decir, sen EEB=Y > 
23. 


sen 


> 0, obtenemos sen > 0. Como 


0% < $ (FRY) < 270°, do aquí во deduce que 


O< («+ Pao) < 180°, o sea, о 4-0 300°. А 


$ 5. Problemas vectoriales de la reeta y el plano 
Ejemplo'1, Escribir la ecuación vectorial paramótrica 
do la recta 1 dada como la línea de intersocción de dos 
S DP p och 
planos no paralelos Py: (^, M) =D, y $i (С, Ny) = 
= D, 


A Primera solución. El vector 7 es el radio vector de 
un punto de la recta 1 si, y sólo si, 


EN) =, G NN =D, М 6 Na) — 
=, 6, R) = DIN, — DN, 
(en este sistema de ecuaciones la Lercera ocunción es ol 
corolario obvio de las dos primeras). Emplenndo la fór- 


mula del producto vectorial doble, escribirnos esta ccna- 
ción en Ia forma 


б, = df, (4.34) 


donde à = IX, Nal, 27 = D,N, — D,N,. La ecuación 
(4.34) оз la ocuación vectorial do una recta 1% (váaso el 
ejemplo 3 del $ 3 do este capítulo) que se determina com- 
plotamento por esta recta, A la ecuación (4.34) le 
соп todos los radio vectores de los puntos de la recla |. 
Por consiguiente, Гс 1%, os decir, L=1* y (4.84) esla 
ecuación vectorial de L Conforme a la fórmula (4.13), 
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escribamos esta ecuación en forma paramétrica: 


F Ns Nd DNs Pel ANS Nan ten. (4.35) 
[EAT 

Segunda solución. Encontrándoso en los planos P, 

y Фу, la recta 1 ез perpendicular tanto al vector Ñ, como 

al vector Ña. Por consiguiente (vénso ol ejomplo 9 del $-3 

de este capítulo), ol vector a = [N,, Na] es el vector 


director do 1. El voctor 7, (radio vector del punto inicial 
do ln recta 1) se halla como el radio vector do ln base 
de Ја perpendicular bajada desdo ol polo а la recta l, 


o sen, como la solución del sistema de ecuaciones (^y, Ni) = 
= Du Co Na) = Da Cp аў = 0 (а = LS, Nal). Es ol 
sistema de сбпасіопоз do Lipo (4.28). Por lm fórmula 
(4.29), su solución es 

Dil 2] Dia, Pa] 0-4 Ml, 

[EA 
бра DAI ے‎ X, Лу. DU m DUI 
[TET IR, Nap 


n= 


La ocuación paramétrica de lirery4-at, t€ t coincido 
con (4.35). A. 

Ejemplo 2. Escribir las ecnneiones do ln recta l: æ + 
+y—=24+1=0, x +2y dez — 4 = 0 on forma parn- 
métrica, 

A En las designaciones del ejemplo anterior: 


N msi —1), D —1, Na= (fi 2i 1), 

D, = 4, DN, — DÑ, = (5; 6; — 3, am. al = 
Кулны OE 
= (14 4= 2 D heppi 1= 
12 1 5 6—3 


(0; 14; 28) = (0; 1; 2). 
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Por consiguiente, las ecuaciones По 2 son r= 0-30, 


y=1-2, 2= A 


2—2 
T 


Ejemplo 3. Ilallar la proyección. ortogonal A, (r4) 
de un punto ЛУ, (7) sobre la recta 2 que es la línea do 
intersección de los planos fq (F, N) D, y fy 
C, Ng D. 

A BI vector a= [Ni Na] es сї vector director do 
1. Por 1а condición, M,€l, Mf, LG (es decir, 
(агь а) 9:0). Logramos el siguiente sislema de ccna- 


ciones para determinar ol radio vector T del 
punto Ma: 


Ün Ñ) = Du (о N) Das Car 0) Dy. 


Aqui а, Nal, Dim (л d) 9 Us No Й). Гог da 
fórmula (4.20), hallamos 
Di Vs, рь, М4 
e a, ®) 
قال ے‎ Мь ر = ر‎ Ñn AQUA А А 
MV, Fall? 


Pa 


Ejemplo 4 (haz de planos pasados por una recta dada). 
Escribi las ecuaciones de todos los planos pasados por 
Ja recta 2 que es la línea de intersección de los planos: 


PF, N) D =0 y Pai (г, N) D,=0, (Ny Naj 0. 

O El vector director û de la recta 1 os igual a a => 
= N, Nal. Sen P* ип plano arhit 
recta 1. Entonces ol vector normal А? 20 do oste plano 
сз ortogonal al vector а = INi, Nal, es decir, es paralelo 


ө que pasa por la 
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al plano en el cual Ñ, y Ñ, forman baso. Гог eso existon 
(dependientes de 7%, o sea, del plano P*) números œ y P 
tales que АЗ = a, + BNa a? + В? >> 0. Por consi- 


29 
guiente, la ecuación de P* es (7, aN, + BN) = D*. 
JBI número D* se delermina también por el plano P*: 
se expresa mediante с y f. Para hallar la relación entro 
D*, a y B, consideremos un punto arbitrario Mo El 


con ol radio vector гу. Como My € $, se tieno (Fo, Ni) = 
RE M 
= —Dy; ya que M, € Fa, se tiene (т, №) = —Ds. 


En fin, D* = (ry aN, + р) = —aD, — PD,, puesto 
que M, € P*. De csto modo, la ecuación (о todo plano 
$* quo comprende 2 Иепе la forma 


Co at BN) = aD, RD, => 


<= al, N)4-D)-- (¥, Fi) 4-24) 0, (430) 


domlo æ y В son los números que no son simultáncamento 
iguales a cero y se dotorminan por el plano $*. Recíproca- 
mento: si $ y æ son números arbitrarios que no son simul- 
tánoamonto iguales а cero, Ja ecuación (4.36) es la ocuación 


de wm plano que, además, contione Ё (si т, es el radio vector 
do un punto arbitrario Mo € l, entonces Af, € Pi: (Ps, 
N) +D, = 0, Mo € Pa: (o Na) +D, = 0 y, por lo 
tanto, а (o, A) 4- Dj) + B (Co Na) + Da) = o0 + 


+ 8-0 = 0, es docir, My so sitúa en ol plano dado por la 
ecuación (4.36). 


La ecuación (4.36) se denomina ecuación del haz de 
planos que pasan por la línea de intersección de los planos 


P: E Ñ) р, m 0 у Fu 0S Na) H- Р, = 0. Si las 
оспасіопоз de f", y f, se dan en forma de coordenadas 


Pi Az + By + Css 4D, — 0, 

Py Az 4 Ray + Са A- D. = 0, 
entonces, al introducir los voctoros Ñ, = (4,; By; C), 
Ñ, = (dai Bai Ci), obtenemos Ф: (r, М) +D, =0, 
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signiente, la ec 1 del 


fs.) -b D, 
wta 1 = P () Ф, toma 


haz de planos que pasan por 
la forma lef. сон (4.36)1 


a (Aye + Biy + Ciz 4 1) 4 R Ase e Bay A- 
+ Ca- D) = 0, sh (IO Mo (43) 
ms 5, Por la línea. de intersección do dos planos 
i6 N) = y Pu ND = Ds trazar ol 
d perpendientar al phu Py (5 X, = Da (V, 


N» М 
A Según la fórmula (4.30), la ecuación dol plano bus- 


cado tiene la forma œ (© N) EDN Ff (0, FD + 
-F Da) =0 o bion Û, aÑ, -+ RW) = —(«Р, ++ BD). 
BI vector normal do esto plano os el vector Ñ = aly + 
+ Pa. Sogún la condición, este 
o son, а (Vy, Na) + B (Va, Na) = 0. Сото (X, Na) эё 
#0, se Lieue & s —р (Ny, NI, А), 0 920. Susti- 


Luyendo æ y f on (4.36) y dividiendo en (V(N,, Wa), obto- 
nemos 


olor vs ortogonal a Wa, 7 


€, — B (з Not (a ND) =D (Ny Ny) 
0 а) y a) = 
= (DÑ, —D, Na, Ñ). А 


Ejemplo 6. Componer la is u del plana que pasa 
por el punto M (—3; 1; 0) y la linen de intersección do los 
planos f, æ -p 2y—244=0 y f da — y -H 21 — 
—1 =0. 

A La ecuación del plano buscado tiene Ја forma 
io (4.37)] 


P: a (e 4- 2y —2 +4) + (Ba — y + 22 -- 1) = 0, 
a р 0. 


La relación entro æ y р se determina de la condición 
A E os Meth (3 42-4 — 0 4.4) + P m 
— 1 4 2-0 —1) =0 o bien da — 0. 
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Después de Ja sustitución о = (p y la división por 


A #01 ecuación de f toma la forma 20x =l- 19у — 
Z 5:441 =0. А 

Ejemplo 7. Componer la ecuación del plano quo es 
paralelo a la recta Z: EF y pasa por la 


i 
linen de intersección de los planos Py: z — y +2=0, 
Фура 4 = 0.6 
A La ecuación del plano buscado tione la forma 


® (ж — y +2) 4 B 4-5—4) = 0 <> ол 4 
+ (B — 0) y + pa + (20 — 40) = 0. 
Su vector normal Ñ = (a; В — a; B) es ortogonal al 


vector director a = (—1; 3; —2) de la recta L: æ. (—1) 4 

+ (B —a):3 -H P-(2) = 0. Do aquí ff = 4c y ln ecua- 

ción del plano buscado es x -|- Зу -+ 42 — 14 = 0. А 
Ejemplo 8. Escribir la ecuación de nn plano acbitrario 


que pasa por el. punto común de los plan 
= Dy PRD Pa G 
o Ña LZ 0. 

A Sen гъ el ralio. vector de Mo, punto común do los 
planos Фу, Pa, Py. Entonces, (а, A) = =, (Л, N) = 
= 0, (ъ Ña) = —D y. Si Ф* оз m plano arbitrario, 
entonces su vector normal A E so descompone según 
los vectores no coplanaros Ay, Na, Жа Ñ = aÑ, + 
+ BA, l- ү, (los números o, B, ү, at 1 B? Het 0 
se determinan por ol vector Ñ, os decir, por el plano $*). 
sión do P* es (r, aÑ, -- B, Ч. 
+ pa) 4-D* = 0. El punto Mp pertenece a P* si, 
y sólo si, Fy satisface Та ecuación de P*, os decir, cuando 
D* — —(^, aN, 4 BN, A ҮЙ) = aD, 1- 1D, e ҮР. 
De este modo, la ecuación de P? 

Al N) d D) E U Da) 4- 
y SN + D, =0, (4.38) 
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De este modo, Та ecu 


Hamada ecuación de wn atado de planos pasados por el punto 
común de los planos Py, Pa, Pa describe (para las varia 
bles e, f y, atl BE 4 > 0) el conjunto de todos los 
plenas sados por el punto Ma. A 

оюм» %. Escribir la ecuación del plano que pasa 


0, 


rica: тура, LER, 00 


radio vector r хо пси 


a en el plana buscado P si, 


i Tamro a son coplanares, 


y sólo si, los vectores 7 


AF a) 0. AT notar quo [Fg 


б, 8) = 


o soa, (r— 


sA = 


u 01, obtenemos la eenas 
=D, NM MAPS ah Deu N)- 
Ejemplo 10. Escribir la вопас 


n del plano que pasa 
por el pant ЛР, (3) y 1а Venen de intersección de los planos 
$660 NY D =0 y 1D-—0, 
Wy, Pal e, Ala € Pu 

A laa teunción del plano buscado ff [véase (4 
а (0, N) Dl ME NO A Da} = 0. а 
> 0. Los númoros æ y Û satisfacen la condición. 
AO) 2i Di) — 0, (Go, Ñ 
4-4) ¥0. Ex y sustiluyéndol 
соот del plana $, oblonomos, después de dividir por 
el moro ВА, Ñ) A Di) #0: (ln Na) 1 Da) x 


®© a DJ (ба FD 1 DI, Ra) de Da) 


ejemplo A 


п 4-0, [2 M)--0 y el plano P: Û, » - p, Ñ 
é Bajo qué cond Jly P tienen un solo pnto comú 


DINP=D; с) Гс 2? 
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A 1) Escribamos in conación de Г еп forms paramé- 


r = To + at, LER, donde 7, = la, MI a Р. La 
Ly el plano $ tienen un solo punto común si, y sólo 
ión 


rica: 
rec! 
si, In ec 


Û al, N) =D <t Ga, N)-D— n N) (4.39) 
tiono la solución única t. Esto tione lugar si, y sólo 
X 


(a, N)gb0. En esto caso, te 


E 


y el radio vector r del punto co- 


mín de la recta Z y ol plano f se determina por la 
Tórmula 


Da YN, > a. [DES LAE) 


(a, [27 


b) Si (a, Й) — 0, D se (a, ЛТ, ya I, омопсб la 


ecunción (4.39) Liono la forma t-0 = D — (а, M, Nyja р 
yno tione solución, oson, ly Ф no tonon puntos comunes, 


o) Si @, N) =0, D (ur P = (0, M, N), ontonces ta 
ecunción (4.30) toma la forma £:0 = 0. Su solución es 
cunlquior Húmoro t. De este modo, cualquier punto de 
Та reola Z so silûn on el plano P: 1с f. А 


Ejemplo 12. Паи la proyección ortogonal Ma (a) 
de un punto 44, [50] sobre la recta 1: [7 =M, a ET 
(o, m =0. 

A Sogín la condición, M, € I, os decir, in a = 


(4.40) 


y ALT, A û, o bien Û, 2) = E, d). De osta manera, 
el problema se roduco a hallar el radio, vector 7, del 


puto común de la recta b IF, al = À} y del plano 
$: bh =D, Ñ =a, D = (A а). Por Ja fórmula 
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(4.40) so tiene 


Ejemplo 13. Escribir la conación de la recta que pasa 
mi eb punto. A, e) y cor 
Ñ) = Di 


А Sen Ay (a) la baso de la perpendic 
el punto A^, a la recta Z, Entone 


Ao EL y WM) lod, о son, Û 
a AÑ, Nal os ol vector director de 1, tenemos 


ortogenalmente la recta 


— y. а) = 0 donde 


Co Ry) Do Co Na) Da o d) Dy. 
Dilo Ny No). 


Se obtiene el sistema de ecuaciones tipo (4,28). Su solu- 
ción os [vénse (4.20)]: 


po MA М Pes I E А, Fa RS Na 
TN DATE 


La ecuación de la perpendiculur 
LEN. А 


Ejemplo 14. Componer la ve 


Ds 


ación del plano 9 que 
pasa por el punto AM, (rj). y es perpendicular a da Jinen 7 
оа f, (FF N) m DV у Py 


0 


de intersección de los pla 
C Ña) = Da Wo Nal 

A BI vector a= IÑ, Pal, vector director ide la 
rectal, es ol vector normal dal” Шип buscado, cuya сиде 


ción es, por lo tanto (r, 0) =D. El número D se halla 
de la condición M, € f: (nj, 3 D. ln definit 
ecuación de Pos (8, 7, Ж-О, А 
Ejemplo 15. Componer la ecuación de In recta quo se 
encuentra ел el plano P: (5, №) = D, Ñ 520 y corta la 


м, В 
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recla [T = Fp Hat formando el ángulo recto, Además 
(a, Ñ) #0, la, NI 0. 
A Bl radio vector 7, do Му, punto común а dol | plano £ LÀ 


- a 


la recta J, se halla de las relaciones D 


(ny a 


La recta husos 
Puesto que la recta buse: 


"n N) =D, ов 


pase nocesariamenlo, por eso pinto. 
L so encuentra en el plano P 


el vector director È de la recta L es ortogonal а IV. Según 


la condición, tenemos tambión ÈL о. Por consiguiento, 
on calidad del юг «director de Та recta L se puedo 


tomar ol vector == la, A]. Do oste modo, là count 
para L es . 


(+ 26-8. 8) o, Ат, тєл. А 
(a, N) 


Ejemplo 16. Por la recta = o 4 al wazar el 
plano perpondicalar al plano P: 9, Ñ) = D, la, N] 20. 
A El punto Ma (rj) y uno de los vectores direclores 


(vector a) del plano buscado son conocidos, En calidad 
del segundo vector ШЕ so puede Lomar, por ojom- 


plo, Ñ puesto que, según la condición, el plano buscado 
os perpendicular al plano Ф y, por tanto, paralelo n su 


vector normal A. Los voctoros т y A no son colinenlos. El 
plano buscado es paralelo а ollas. Por osm, on calidad dal 


vector normal del plano buscado se puede tomar № == 


i= 19, N] y da ecuación do oste plano es (7 — 74, п, A) = 
“б. А 


Ejemplo 17, Hallar la di 


ala rola [i oes ry d: al. 


A Та distancia buscada № es la longitud de la altura 
del p 


tancia do in punto M, (5) 


lelogramo construido sobro los voclores 7, — To 
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y a (Hg. 4.24). Por consiguiente, 


A 


Т; 
das [arse yd nb y Li ro rg | аут. 

A La distaucia buscada А ез la longitud de la pe 
pendicilar común a Jas rectas } y J, es decir, la distan 


Ejemplo 18, Mallas [a distancia entre Tas rectas er 


Fig. т. 4,22 

entre los planos puralelos uno de los cuales contiene 1 
y el otro, Û, o sou, la longitud de la altura del paralelept- 
lo ABCDA CD, (fig. 4.22) construido sobre los 


Uy d Ta ез decir, ol nümero 


vectores 


Ма, esl 


COMPLEMENTO 


Propiedades de la tenastormación de semejnaza p. 


1^, La tennsformación do somejanza p con ol coeti- 
өнө Je es biunfvoen. Cunndo so ronliza la transforma- 
ción p, Ia imagen de un espacio (plano) es Lodo ol esi 
(plano). La transfer Лб Inversa do p existo y ox (їй 
Ivunsformación do somojanza (eon ob conflclento 1/4). 
2, Si A, f, C son puntos situados on nna rocha con 
inl quo C € LA, BI, ontonces sus imágenes p (А), p (B) 
1 (C) su oncnontran. Отба en unn. rocha con bal quo 
n (C) € Ip A) p UD. 
AP, Cuando se roaliza la transformación do somojanza p, 
In imagon de una recta (473) es la reota (p (4) p (7)), la ima- 
gen de um segmento [AH] os el segmento [p (А) p (3), lo 
imagen do wn rayo 1413) os ol rayo [p (4) p UJ), la imagen 
de wm plano (ABC) es el plano (p (4) p W) p (С)). 
49, Cuando so ronliza la teansformución de semejanza 
igonos de rectas paralolas son rectas paralelas, las 
yos cod dos (contrariamonto dirigidos) 
son rayos «codirigidos (онуи ато dirigidos), Ins 
imágenes de planos paralelos son planos paralelos. 
Si О, A, В son tres puntos no situados en una 


ч ^N 
recta, el ángulo AOD os igual al ángulo p (4) p (O) p (0). 
Е AS 


Si los triángulos OAU у O* A*D* son tales que ДОЙ = 
ZS 


Pris 

лк", ДВО = A*B*O*, existo una lransforma- 

ción do semejanza p tal quo A* == p (A), B* = p (B), 
(О). 


sa composición do dos Lenusforiacionos de semo- 
a con los copficientes ly y Je, es Ја transformación do 
nzn con el cooficiento ll. 


1255 


nb 
ión de semejanza con el coeficiente 


Propiedades do homotecia 7/5. 1°. La homoteci 
es una Iransforma 
ikl 

2°. Cuando se realiza la homotocia 276, la бадон de 
wn plano es un plano paralelo al primero, la imagen de 
echa (4172) es la recta (176 (4) 116 (8)) paralela a olla, 
iyos LAR) y HÀ GABY) — 1 (A) HÀ (1) son rodi- 
gidos cuando f > 0 у son contiarimmente dirigidos 
cuando e < 0. 

Зо, La composi 
homotecia у". -> 
4^. Cuando 0,5% Oj, kika #1, la composición de ho 
molocias 275; y H0; os la homotecia ЛЭ", cuyo? conteo 
so encuentra en la recta (O,0,). Los coutros do lus ho- 

ias Moll, y Ho, coinciden cuando, y só 
0. 


ón de homotecias 


My MY св da 


mot 
cuando, (ki~ 1) (lj — 1) == 


f^. La composición ell, donde hy a, os da 
А 


bra no paralola 7 


[o 


бө, La translormación inversa de uua homole 
IH os la homotecia ALA, 

Propiedades de la simetría central. Zy + la si- 
melría contral Zo os Ja homol Apre МТ Ya 
transformación inversa de ella coincida con ella m 

29. La simolria contral es desplazamiento. 

30. La composición Zo,»Zo, de dos simetrías centro 


los os Ja Iraslación paral E 


4%. La composición ZoeZo,o Zo, de tros simeleías 
conteales Zoo, Zo, es la simotría contral Zo, cuyo 
centro es la imagen del punto O, cuando se realiza la si- 
таса central respecto al punto medio del segmento 
10,05]. Si los puntos Q,, Oj, Oa no st encuentran en uua 
recla, entonces O,040,0. es elogramo. 


Propiedades de In traslación paralela Tu 


250 


19. Si АЙ AD, entonces То — Tr, о sen, pa- 


ra todo punto CIT y; (C) e T у (C). Recíprocamente: 


si la igualdad Т. (С) = T's (С) вв cumplo, aunque 


ps 

sea para ип solo punto C, ontoncos AB == AB, 
20, La traslación paralela es desplazamiento. 
з". AB=CD si, y sólo si, LAB] e T g, (CDI. 
4°. (AB) HH [A,B) si, y sólo si, (A) 


х (4,89). 
5°. La traslación paralola 7 ¿,, Мено la transformación 


TX 
AA 


inversa que es la Lraslación paralela al segmento dirigido 


E =. 
BA = АВ. 

6°. La traslación paralela a un sogmento dirigido mlo 
es unn transformación idóntica, 
Cuando so realiza Ja traslación paralela, lo imagon 
de un plano es un plano paralolo a éste, Ja imagen de wna 
recta es una recta paralela a ella, 1а imagon de un rayo 
es un rayo codirigido a 6510. 


m 
8". Para cualesquioro segmentos dirigidos AD y CD se 


cumplon las igualdades 7 4 oT. = T L7 s ва T. 
AW CD сп Ah, Або 


90. Para enalesquicra puntos Ap Ao, 


válida la regla del ciclo: 7 —, eT —-,0 
AnA "p 


INDICE, ALFAUE 


Adjunto de un elemento 51 


auto eon ves 


з 
iva ventral 10 
97, 10 


aplicución simé 
16, 


nsocintl vidad 


Ваке dd 
en un espac 

- — — plomo 57 
izquierda 109, 204 

ormalizada 467, 1 


201 


иө orionta- 


И] 


gravedad de un teián- 
gto 75 
= — hom 12 
-- e= simetrán 10 
lo 18 
combinación lineal de voetores 
60. 
— — no trivial 60 
= — trivial 0 
condición de colinoalidad do 


vucloren 70 
— рагай 


o de planos 05 


del enráctor coplanar dde 
Lores 74 
comuntatividad 46, 27, 137 
vficiento do da homutecia 42 


= — — киноја 


258 


ICO Dl; MATERIAS 


couelonadas Мнн 
de wn pinlo 72, 82 


м 


=> voelar ен unn base 
51, 62, 467, 460 

critorio do colinendidud de vec- 
turns 


iguubilad de vectores 
= puralolísmo do la rec 
y el plano 102 

— dol coráctor coplamr do ves: 
m 

enadrado escalar £30 


poscomposición de va vector 
segun unn baso 57, 62 
T weotumes (n 
desigunidados del triángulo 
9, 30 
desplazamiento, 13 
determinante 42 
7 Qr sognando ordi 
— torcor orden. 
ditorquein, de s 
10 
— vovlores 27 " 
distancia de un punto a unu 
rocha ol plano 174 
— entro des puntos Y 
Z orientada do tun punt 
plano 184 
on el plano 174 
vibutiviud 32, 137 
división de ип segmento en 
tazón dada 36, 87 


mun recta 


a 


m canónica de la recta 


89 
— de wn atado de planus pa 


dos por ol punte común de 
planos dados 250 

— del plano en segmentos 181 
— — que pasa por ires 

pintos dados 94 

cewación dal haz de planos que 
pasan por Ja linen do intor- 
sección de planos dados 
247 

on coordenadas del plano 

* d$ 

— normal. en coordenadas del 
plano 180 

— — — - do la гоша on el 
plano 171 

ca vectorial dol 

92 

la recta 35 

do la recta en ol 


plano 102 
-= — normal del plano 101, 102 
— do Ja recta en o] pla- 
ми 174 
venacionos canônicas de la roo- 
ta 86 
— ou coordomudas do Ја recti 


vjes do contdenadas 72 
elemonto do ma matriz 42 
espacio orientado 201 


Fórmula do división de wn sog- 
anto en una razón dada 37 
Morón 136 
paso de wn sistoma viejos 
de coordenadas а nn emi- 
evo» 76, 82 
— ~; prudlucto vectorial duble 
207 


Homutecia 12 


Identidad vinenlada 
dotorminantes 50 

igualdad de segmentos dirigi- 
dos 14 

=> =- veclorus 23) 


em ros 


Lema de trs delorminantes 50 
deyes ale adición do vectores 27 
— — — — enemas  diri- 


dos 15 
de distr 


tividad 21 


ultiplicación de un vec- 

tor por nn número 32 

mento diri 
número 20 

segmento 9 
ido 13 

= — — voctar 22 


gido 
longitud de wi 


di‏ س م س س 


Matriz do seguido orden 42 
tercer ordon 42 
sistoma de vcunció- 
mes lineales 53 

— del paso de un sistoma avio- 
jo» de coordonadas a un 
«nuovo» 77, 78, 83 

— inverso 44 

= unidad 44 

menor complementario de wn 
elemento 51 

Orientación. positiva: 201 

— nogaliva 204 

origen do cnordonndns 72 

nrlocontro do un. triángulo 122 


Parámotro 35 

plano orientado 201 

planos do coordenadas 72 

polo 35 

producto do matricos 44 

— — wn sogmonto dirigido por 
"n múmoro 19 

- ые vector por ni número 


— esclalar. 130 

— mixto 225 

— voctorial 202 

proyocción de пи punto sobro 
тп plano 100 

— => — — unn recta 405, 
108 

— — — segments — dirigido 
sybre un plano 101 

emen ed eie mi e MA 
105, 108 

— — — voctar sobro unn recta 
105, 108 

— ortogonal do un punto sobre 
un plano 100 

-—— — — — — um 
150, 173 

aa — = —— vonto subo un 
plano 460 

ua 


159 


tecta 


recta 


recta 


259 


punto interior de un seginento 0 
— medio de un 


tatio vector de m 
Lo à im. polo 

rayo 10 
cod 


pinton 


1 » 

ji ariamente dirigidos 10, 

калби en Ta cual um punto divide 
un sejmonia dado 10 

тода do abrir un paréntesis 19, 
?8 

= — бини 54 

Z Z linca de viero 18 

— — paralelepipedo 27 

= — paralologramp 16 

— lol ciclo 18, 257 

relación do equivalencia 15, 
100, 201 


09 

ido 13 

— — contrario 13 

— — no nulo 13 

— — mlo 13 

segmento dirigido paralelo a 
ama rosta ouda (а un plano 


Seine 


ig 
=> dirigidos colinoales £3 
— — coplamares 
— — iguales 14 
semiplano. fi 
simeleía contral 256 

sistema do condenados 72, 82 


'cetangul 
— c ecuaciones line 
— homogénea de oru 
solucón no trivial 55 


ile segmentos dirigidos 15 
— — vectores 2% 


Teorema de los cosenos 134 
= — = para un ángulo 

triedro 242 

— sobre lu existencia de la su- 
lución no trivial de un sis- 
loma homogéneo de ccnn- 

ciones 55 

transformación de semejanza 12 

— wrlogonal 1 

transposición 

traslación del origen de conrilo- 
nadas 77 

— paralela 15 


Vector. 22 
— contrario 
Z director de ima reela А5 
olor normal de un plana 23, 
162 
=- ина reta 174 
Z mw 22, 4b 
== patalolo а una recta 
(a un plano dade) 
— perpendicular а una recla 
duda {а wn plano dado) 
23 
unitario 98 
voctores codicigidos 2: 
— colineales. 23 
— contrariamente dirigidos 23 
— enplnnares 2 
— Mnendmente dependientes 1 
— — imdepeudiontes Gl 
— ortogonales 129 


dada. 


A NUESTROS LECTORES: 


Mir edita libros soviéticos traducidos al español, 
inglés, francés, árabe y otros idiomas extranjeros. 
Entro ellos figuran las mejores obras do las distintas 
ramas de la cioncin y la técnica; manuales para los 
соліто de опзойппга smperinr y escuélas Lenológlcna, 
literatura sobro ciencias natural A médicas. También 
so ineluyon monografías, libros do divulgación «ción» 
lífica y ciencia-Iicción. 
Dirijan sus opiniones a la Editorial Mir, 4 Iizliski 
per., 2, 129820, Moscú, 1—110, GSP, URSS, 


YA. BUGROV, NIKOLSKI 


cimos diforencinles. Integrales múltiplos. 
i plejas. 


es. meines de variables 


riores 


Contiene las siguientes partos: o 
rencinles ordinarias; integrales múltiple 
vtorial; series e integral de Fourier; een 
jon matemática; tonrín de lis fum 
compleja; cáloul operacional. Kn cadu сар, 
exposición de Tos temas so efectúa de Lal modo, que 
оган de inmediato los conceptos fundamentales, 
En lo que respocta a Jas demostraciones formales do, 
los tcoromas, como regla, se ronlizan al final de los 
ros pet vos capítulos o parrafos. Este libro está dedi- 
cado а los estudiantos do los institutos técnicos do 
señanza superior, siendo también de utilidad a los 
docentes y estudianes de postgrado, 


YA. BUGROV, S. NIKOLSKI 


Cálculo diferencial © integral 
(2% edición) 


Ба el segunda libro do Ја serie eMatomíliens auporia= 
гом, lin ol presente volmnon ao ох ponon Ina algnlonton 
partos: introducción al análisis iatomática cálculo 
diforoncial o integral de funcionos do una variable; 
cálculo diferencial o integral do funciones de varias 
variables; serios. So estudian ol concopto do limilo 
do мод sucosión, do [nnción do su Jímito, do integral 
definida o indolinida, la aplicación do Jos misma: 
En ol primor capítulo so йойїсап algunos parógralos n 
los númeroa reales, peso а quo esta cuestión ha sido 
tratada en los últimos cursos de Ja escuola (lo enscñan= 
зл modia, 5 

En ln presonto obra do desarrollan todos Jos Lomas quo 
integran los respectivos programas do los instintos 
técnicos do enseñanza superior. 
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Elomvutos do álgebra lineal у de govmetría analítica 
(2^ wlieión) 


Es el primer Jibro de la serie «Matemáticas superiores, 
compuesta do tres volúmenes: eKlomentos de álgebra 
lineal y de geometría ана спе, «Cálculo diferencial 
o integrals y uBeuaciones diferoncialos. Integrales 
múltiples, Sories. Funciones do vuciablo cs mplofas. 

ln el presente. volumen se desarrollan Ius ci 
fúmiamentalos de la teoría de Jos determinantes, de 
la teoría de los sistemas do ocuaciones lineales, del 
Aglobra vectorial. También se examinan las partes 
Maia importantes del Algebra Jinval: operadores linoa- 
les; transformaciones orlugonalos; nperadores anto- 
conjungados; La forma cuadrática y зи reducción a la 
Torma canónica. 

Los razouaimientos van acompañados du domos- 
traciones oxhanslivas. Las formas canónicas do cur- 
vas y superficies do segundo orden so desnrrollan 
forma muy breve, debido a quo se supono quo las min- 
mas so estudiarán complementariamento en forma ile 
ejercicios como mólodos dol análisis matemático, La 
forma euudrática se estudia como mólodos del análi- 
sis matemático o del análisis funcional, 

En este volumen so exponen todos los temas quo ¢ 
forman el programa respectivo para los inslitutos do 
onsoñanda técnica superior. 


